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RIEFRACTION a TRAVERS UN PRISME 

SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE, 
Par M. a. CORNU. 

PROFBSSEUH A l'^COLB POLTTECBNIQCE. 



TROISlfiME PARTIECl 

ETUDES KIpAmMEWTALBS DESTINIES A C0NTa6LBa LSS THlftOR^llES PE^CiDEMMENT ^ABUS. 



38. Dans les deux premieres Parties du present Memoire» un certain 
nombre de theoremes geometriques assez simples, relatifs a la marche 
des rayons lumineux a travers un prisme, ont ete etablis independam- 
ment de toute connaissance sur la surface d'onde dans le milieu consi- 
dere. Dans ce qui va suivre» on va voir Tapplication de ces theoremes 
k I'^tude de la marche de la lumifere k travers des prismes formes de 
diverses substances cristallisees qui se pretent utilement k ce genre 
d'observations : les determinations num^riques qui s'y rencontrent jus- 
tifient de tout point Texactitude de ces propositions; en outre, elles 
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REFRACTION. A TRAVERS UN PRISME 



apportent un certain nombre de verifications tres-precises relatives 
a la surface d*onde des milieux a i^n axe optique, decouverte ou plutot 
devinee par Huyghens. ; ^ 

39. Les experiences ont ele faites, pour la plupart, avec des prismes 
de spath d'Islande» substance qui se recommande specialeinent, pour 
ce genre d'etudes, par son homogen^ile, sa transparence, la perfection 
g^om^trique de ses clivages et Tenergie de sa double refraction; le seul 
reproche qu'on puisse adresser a ce cristal est son peu de durete, qui 
rend tres-difficile la taille de faces artificielles aussi planes que la preci- 
sion des mesures Texigerait. Toutes ces conditions sont necessaires pour 
que les verifications numeriques aient une valeur effective. En general, 
les substances que la nature nous offre en beaux cristaux transparents, 
le spath d'Islande excepts, ont touj ours quelquedefaut grave qui les fait 
rejeter; par exemple, le quartz, la topaze, I'orthose, la baryte sulfalee 
sont trop peu birefringentes pour qu'on puisse les employer utilement 
a de semblables observations. L'aragonite serait tres-interessante a etu- 
dier, k cause de sa birefringence avec deux axes optiques; mais elle a 
deux defauts : le premier, de ne presenter aucun repere cristallogra- 
phique precis pour Torientation des sections, car les facettes planes et 
polies sont rares et les clivages peu marques; le second, de differer 
trop peu d'un cristal a un seul axe optique; son emploi introduirait 
toutes les complications des cristaux k deux axes, sans apporter le be- 
nefice des controles theoriques relatifs a cette complexite de constitu- 
tion. Parini les cristaux artificiels, Tazotate de sonde se recommande 
par une birefringence ^norme et une facilite de clivage rhomboe- 
drique remarquable; mais il est encore plus mou que le spath d'ls- 
lande et de plus un peu deliquescent, de sorte que la taille de faces 
artificielles suffisamment planes est k peu pres impossible; on pent 
n^anmoins utiliser, comme on le verra plus loin, la refraction du rayon 
extraordinaire a travers Tangle aigu de deux clivages, et en deduire 
une verification int^ressante. Le soufre cristallise dans le sulfure de 
carbone devra aussi donner des resultats importants,'Car il est biaxe; 
mais la taille en estegalement tres-difficile; aussi son etude a-t-elle 
du etre remise a une epoque oil Ton disposerait d'echantillons de 
transparence suffisante et convenablement tailles. 



SUIVAITT UNE LOI QUELCONQUE. 3 

40. Le spath d'Islande offre encore un avantage : c'est ia Constance 
de ses proprietes optiques; tons les echantillons limpides et a clivages 
bien reguliers presentent la double refraction h un seul axe optique 
avec des indices de refraction principaux si bien definis, que les deter- 
minations faites par un grand nombre de physiciens sont presque iden- 
tiques. 

Cette homogeneite optique est precieuse dans les Etudes presentes^ 
non-seulement parce qu'elle est une condition necessaire a Tapplication 
des principes adoptes, mais parce qu'elle perinet un systeme de verifi- 
cations sur lesquelles on ne pourrait pas compter si la substance refrin- 
gente presentait une structure optiquement irreguli^re. En eOet, il ne 
s'agit pas seulement d'appliquer aux donnees numeriques de Tobserva- 
tion des formules qui permettent d'affirmer que^ dans Tinterieur du 
milieu, les ondes lumineuses se comportent de telle ou telle maniere : 
il faut montrer qu'il en est reellement ainsi; il est done necessaire de 
se menager un moyen de connaitre la marche de Ces ondes par une me- 
tbode tout a fait independante. C'est justement ce que permet la con- 
naissance de la surface de Tondelumineuse dans les cristaux k un axe 
optique. Ces etudes ont done le double avantage de verifier les proposi- 
tions geometriques tres-generales relatives a la propagation des ondes» 
et en meme temps de controler Texactitude de la surface d'onde des 
uniaxes. 

41. Ces considerations font comprendre la marche suivie, dans cette 
troisieme Partie, pour Texpose des observations et des calculs qui en 
derivent. Cbaque serie de mesures donne lieu a deux series de calculs ; 
la premiere est Tapplication des theoremes generaux exposes prece- 
demment, independants de la connaissance de la surface d'onde lumi- 
neuse; la seconde est, au contraire, la determination theorique des 
memes elements, en partant de TeHipsoide d'Huyghens defini par les 
indices mesures parRudberg. 

Les verifications numeriques constitueront done un controle de 
I'exactitude, non-seulement des formules nouvelles, mais encore de 
Tellipsoide d'Huyghens. 



4 REFRACTION A TRAVERS UW PRISME 

PREMIERE SERIE D' OBSERVATIONS. 

DlftTBRHlNATlON DBS iftLlftUENTS GtOM^TRIQUES d'uNB ONDB RfiPRAGTfiB PAR Ulf PRISME 

GORRBSPONDANT AU MINUHUH PB DlftYIATION. 

42. Choix duprisme. — Pour la serie d'exp^riences faites en vue de 
verifier les theoremes dans leur g^D^ralit^, od a choisi ud prisme de 
spath d'Islande k faces artificielles; rorientation a ^t6 d^termiDee par 
les trois conditioDS suivantes : 

i^ L'onde refractee int^rieure correspondant au miDimum de devia- 
tion devra, comme onde suivant la loi extraordinaire , differer, autant 
qu'il sera possible, d'une onde suivant la loi ordinaire et avoir le moins 
possible d'elements de symetrie communs avee les faces du prisme, afin 
d'accentuer la divergence entre les phenomfenes que produisent ces 
deux espfeces d'ondes. 

2^ L'orientation cristallographique de Tonde devra 6tre facile a 
rd6anir(*). 



(* ) On a profits de la connaissance de la surface de Tonde extraordinaire du spath dlslande 
pour satisfaire k ces conditions. En efiet, les ondes qui difii^rent le plus d'une onde suivant la 
loi ordinaire sent ceUes pour lesquelles la direction luroineuse efficace fait Tangle le plus grand 
avec la normale k Tonde. L'axe du rhombo^dre ou axe optique ^tant un axe de revolution, 
il suffit de rechercher, dans une section m^ridienne quelconque de rellipso'ide, la tangente a 
Tellipse qui fait le plus grand angle avec le rayon vecteur du point de contact. 

Soient (^. to) a le demi-axe de revolution de rellipso'ide; b Taxe Equatorial; &> Tangle 

Fig. to. 




que fait la perpendiculaire k la tangente avec Taxe optique. 
^equation de la tangente k Tellipse sera 

X cosu H- J sinu = /? = v/«' co8*» •+■ b* sin'w ; 



SUIVAHT UKE LOl QUELCOHQUE. 5 

3" Les faces seroot incUDees k 60 de^^rks, cet angle dtaot commode 
pour la mesure de la devialioo et des incidences. 

Voici la figure representant la coupe du prisme adopte, taille dans 
UD rbomboide de spath d'lslaude Ifig. 1 1). 




AB,C, BaCsB, Ca A' est le parailel^pip^dede clivage cboisi ; les faces arli- 
ficielles MM' et NN' font respectivement des aogles de 3o degres avec 

Ba d^vfe par rapporl k u donoe I'^quaLion d'uoe droite passant par le poiot de contact H 



lea valenre de x et/, communeB A ces deux Equations, soot les coofdono^ du point 1 
Posant 

tang«'= ^i 



et dmsant membre k membre tee deax Aquations, il vient 

-t- j;sinM— j'COSM _ (a*— y}siiiwcoB«i 
xcosw-<-/3iD»i a'cos'u ■+■ A'sin'w 



taagu — tangw' 
I + taogw tangw' ' 
on en dUaindt aussi 



"■'" n'-»-6'laii|5'» ' 



tango's -, tangw. 

m de u — w' s'obtieodra en ftgalant & liro la denture eipressioa de tai^ (u - 
prise par rapport k langu 

(a'-i-6'tai»g'»)(<i' — &■) — (a* — 6')tangNa&*UDgH= o, ^Umg'M = ci*, 



REFRACTION A TRAVERS UN PRISME 



les faces AC2B1C0, A'BoGiB2, et sont toutes deux paralleles a TarSte 
ACo ou BiCj ouBoA'. 

De cette maniere I'axe du rhomboedre est orienle d'une maniere quel- 
conque par rapport au prisme, de sorte qu'il n'y a aucun element de 
symetrie commun entre le prisme et le cristal. 

Pour eviter des confusions, on a donne un nom a chaque face du 
cristal. 

Les trois faces rhomboedriques adjacentes au sonimet obtus A sont 
Ao» Bi» B2; les trois autres, qui leur sont respectivement parallMes, 
sont R'o, R'j, R'a- 

Les faces artificielles sont designees par M et N. 



d'od 

tang'w = Tf 1 tangw = db -, tangw'=- it -. 

La valeur correspondante de « — »' 



tang(w — w') = 



d' ■+• rt* lab 



Rappelant que les indices de refraction sont les inverses des demi-axes 

nl — nl n^ indice extraordinaire, 

tang(« — w ) — -—— ' ^^ indice ordinaire, 



« o 



on voit ainsi que les ondes qui satisfont ^ la question correspondent aux deux diam^tres 
conjugu^ 6gaux de Tellipse m^ridienne. Substituant les valours de /i^, n^ de Rudberg cor- 
respondant ^ la raie D {voir plus loin, p. 29), il vient 






Ge calcul preiitninaire montre que, dans le spath dlslande, la normalea Tonde extraordi- 
naire fait, avec la direction lumineuse efficace, un angle qui atteint presque 6° 16', et, comme 
cet angle est un maximum, les ondes voisines ne s'6carteront done pas beaucoup de ces con- 
ditions. Quant k la direction de ces ondes, leur normale fait un angle d'environ 4^ degr6s 
avec Taxe optique. 

Pratiquement voici comment, enpartant de ces donn^es, on a construitle prisme : on a re- 
marqu^ que les faces de clivage du rhomboedre de spath faisaient avec son axe un angle 
de 44^37', tr6s-voisin de la direction des ondes qu on vient de d^finir ; il en r^ulte qu'une onde 
qui se propagerait dans le cristal parall^Iement k une face du rhomboedre jouirait sensible- 
ment de la propriety en question. On a done pris pour plan bissecteur du prisme un plan 
de clivage ; On ^tait ainsi assure que Tonde r^fract^e serait tr^s-voisine de la direction voulue. 
Quant k I'ardte du prisme, elle a6te choisie parall61e k une desardtesdu rhomboedre formant 
rhexagone gauche autour de Taxe. 



SDIVANT URE LOI QUELCOItQUE. 7 

D'apres les conventions ^tablies dans le premier Memoire {p^a'i-j). 
Tangle d'incidence sur la face M sera designe par e, sur la face N pars'. 
La bisseclrice interieure de la section droite du prisoie sera t'axe 
desx,..., comme il est indique (/ig. 13). 




Observations /aites avec le prisme de spatk tT Islande. 



43. Ce prisme etait place sur la plate-forme d'ua excellent gonio- 
mfetre de Babinet, construit par MM. Brunner frferes; il a servi i faire 
quatre series d'observations; on determinait 

i» L'^angle du prisme; 

a" Les deviations minimum du rayon extraordinaire; 

3° Les incidences correspondant k ce minimum, incidences qui nc 
sont pas egales, commcon Ta dcmontreprccedcmment, n°24(p. iS^y, 

4° L'inctinaison de I'image de la fente verticale du collimateur 
aprbs refraction. 

Dans toutes ces observations, on employait la lumifere monochro- 
matique tres-intense, produite par la flammc d'un bruleur a gaz (ou 
d'un jet d'hydrogene pur) dans laquelle sent places uoe spirale de pla- 
tine et du sel marin fondu. Les deux premieres determinations s'elTec- 
tuaient suivant la methode ordinaire; on observait la reflexioo des 
rayons du collimateur sur les deux faces du prisme fixe invariablement : 
la difference des lectures donnait le double de I'aaglo du prisme; de 



8 
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m^me» la refraction k droite» puis k gauche, fournissait le double de la 
deviation minimum. 

La determination de Tincidence, correspondant au minfanum de de- 
viation, est un peu moins facile k faire : la premiere methode consiste 
a amener avec beaucoup de soin le prisme au minimum de deviation et 
^ lire Tazimut du rayon refracte et celui du rayon refl^chi sur la face 
d'incidence; Fincertitude que comporte necessairement la position du 
prisme oblige k r^peter Tobservation un assez grand nombre de fois : 
la difference des lectures donne evidemment {^g. i3) un angle defi- 
nitifH. 

H = 7r— -ae-f-D. 



Fig. 1 3. 



Fig. 14. 





En recommengant la memo serie d'operations sur Tautre face, on ob- 
tient un autre angle H' {fig. i4]« 

Ces deux determinations secontrdlent mutuellement et permettent, jus- 
qu'a un certain point, d'assigner Tapproximation du resultat final, qui 
est la valeur e — e! . 

En effet, on a dans tons les cas 

A -+- 1) = e -4- e'; 

substituant la valeur de D dans les valeurs deH et H', il vient 



d'oii 



H -f-A = 7r-4-e'— e, 
H'-{- A=7r-}-e — e\ 

H-i-H'-l-2A = a7r; 



SUIVANT UWE LOI QUELCONQUE. 9 

de sopte que la somme de H 4- H' et du double de Tangle du prisme doit 
etre egale k a;r. Si cette condition n'est pas satisfaite, le demi-exces sur 
27r mesure Terreur k craindre> c*est-k-dire Tapproximation qu*on pent 
esperer des mesures. 

Une seconde marche plus laborieuse, mais aussi plus exacte, a ete 
egalement employee; elle est calquee sur celle qu'a imaginee Despretz 
pour determiner la temperature du maximum de densite de I'eau; elle 
consiste k observer le minimum de deviation et les doubles incidences 
qui correspondent k deux deviations trfes-voisines de ce minimum. Si 
Ton se represente graphiquement (yfg*. i5) les deviations cJ, (^, 5" en 

Fig. I 5. 




abscisses et les incidences ^ i\ , i^ » i\ , i\ correspondantes en ordonn^es, 
on construira la conique osculatrice de la courbe { = 9(9), d^finie par 
ces quatre points et par une tangente; il est inutile de construire cette 
coniquct mais on obtiendrale point de contact en joignant les milieux 
des deux cordes paralleles. Une simple proportion permet done de 
calculer Tordonnee du point cherche; ce point definit Tincidence t, 
correspondant au minimum de deviation (roir plus loin, n^ 48). 

44. L'observation de Tinclinaison de Timage de la fente a et6 faite 
de deux manieres. II eut ete plus commode d'avoir un micrometre 
semblable k ceux que les astronomes emploient au foyer des lunettes 
^quatoriales, c*est-k-dire portant un fil mobile entraine par i'alidade 
d'un cercle divis^, normal k I'axe optique de I'instrument. Le gonio- 
m^tre dont on faisait usage ne portant pas une semblable pifece, on a 
du utiliser d'autres moyens de mesure : on a profit^ de ce que la lu- 
nette etait mobile autour de deux colliers concentriques k son axe 
optique. Dans le premier mode operatoire, on amenait le fil vertical de 
la lunette k coincider avec Timage de la fente, par une rotation conve- 

yinnales de Vtcole Normale. 3« S^rie. Tome HI. 2 
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liable de la lunette autour de ses colliers; pour evaluer cette inclinai- 
SOD, on en mesurait la tangente trigonometrique en ramenant la lunette 
dans Talignement du collimateur; on mesurait alors la hauteur angu- 
laire apparente de la fente verticale avee le fil devenu oblique; le quo- 
tient de cette lecture, par la valeur de la hauteur angulaire reelle dela 
fente, mesuree prealablement, donnait la tangente trigonometrique de 
Tangle cherche. 

Ge precede fort simple s'appliquerait a toutes les lunettes dont le 
tirage portant le reticule pourrait tourner autour de son axe de 
figure. L'autre mode op^ratoire a consiste k fixer sur la monture 
de la lunette un petit miroir permettant de mesurer la rotation au- 
tour des colliers, k Taide d'une lunette auxiliaire et d'une echelle 
divisee; on faisait deux lectures : d*abord en fixant le z6ro, c'esl- 
a-dire Tazimut de la lunette, lorsque le fil vertical co'incidait avec 
rimage directe de la fente du collimateur; puis en ramenant dans cette 
meme direction la lunette, apres Tavoir tournee de Tangle convenable 
par la mise en coincidence du fil avec Timage de la fente; les deux 
lectures de Techelle divisee fournissaient les Elements de Tangle de 
rotation cherche {*). 

L'exactitude de ces deux operations est subordonnee tout entiere a 
la nettete de Timage de la fente; on ne doit pas choisir une hauteur 
de fente trop considerable parce que Timage r^fractee serait notablement 
arquee; il fautaussi qu'elle soit fine. G'est la que Timperfection des 
surfaces, les ph^nomfenes de diffraction dus a la petitesse, k la forme 
et k Tobliquite des faces du prisme jouent un role facheux; car ces 
causes tendent k ^largir Timage optique, k en rendre les bords es- 
tomp^s et meme k la d^former un pen. Pour eliminer cette influence, 

(') Note sur le r^glage de la fente. — II est n6cessaire que la fente du collimateur soit 
bien verticale, c'est-^-dire exactement perpendiculaire au plan du limbe ou parall6ie k Taxe 
de rinstrumenl. Pour obtenir cette condition, on dispose sur la plate-forme centrale une glace 
argents, et on la r^gle k Taide de la lunette ( par reflexion normale et retournement ), de 
mani^re que son plan soit parall^le k Taxe de Tinstrument. Alors on observe la fente avec 
la lunette, en ayant soin de faire coincider le fil vertical du reticule avec elle sur loute 
sa longueur ; puis on observe Timage r^fl^hie sur la glace : si la fente est bien r^glde, le 
r6ticule coincide encore avec Timage, sinon Tangle des deux directions est le double de i'er- 
reur de verticalit^ de la fente; on peut done la corriger par les moyens de r^glage dont on 
dispose 
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OD a r^p^t^ les mSmes mesures sur le rayoD ordinaire et l*on a rap- 
porte I'lDclinaison de la fente, vue par refraction extraordinaire » 
non pas a Timage directe, mais a Timage vue par refraction ordi- 
naire; c'est le resultat consigne dans le tableau suivant, dans la dou- 
zieme serie. Quoi qu'il en soil, dans le cas oil quelque observaleur 
voudrait effectuer des mesures analogues, on ne saurait trop lui con- 
seiller de mettre un soin extreme k Texecution des faces du prisme, 
tant au point de vue du poli que de hplanitudef et, k cet effet, de choi- 
sirun prisme de spath ayant des dimensions aussi grandes que possible. 

45. Nous aliens deduire de ces donnees experimentales les trois 
elements geometriques de Tonde, refractee dans Tinterieur ducristal, 
correspondant au minimum de deviation. 

Ces trois Elements sent, ainsi qu'ii a He dit au n^ 5 (p. :233) : 

i^ La vitesse suivant la normale a Tonde plane; 

2^ L'angle que fait la direction lumineuse efficace avec cette nor- 
male; 

3^ L' orientation du plan parallele a cette normale et au rayon ef&cace. 

II faut ajouter a ces trois elements constitutifs de Tonde les ele- 
ments qui definissent sa position relativement au cristal. Dans les ob- 
servations precedentes, Tonde plane refractee etant, comme les ondes 
^mergentes, parallele k Tarete du prisme, sa position est d^termin^e 
par sa trace sur la section droite. 

Soil oc Tangle que forme la normale a cette onde plane refractee 
avec 1a bissectrice interieure de la section droite du prisme, suivant 
les conventions du n** 12 {fig. 12). On a (n** 20, p. 247) 

TT r — r' , . 

2 2 

Cet element de position se calcule par la formule du n^ 35, 



dans laquelle 



tang a =-. col > 

^ (JL 1 



A4-D , A + D 

cos sin 

2 2 

cos— sm — 

2 2 
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Le premier 6i6ineDt geometrique defini plus haul, k savoir la vitesse 
normale de propagation, est I'inverse de Tindice de refraction actuel n; 
il est fourni par I'une ou Tautre des deux formules (lo) du n® 15, 
(p. 240) : 

cos cos 



2 

n = v -7-= V : J 

r — r' sin a 

cos 



sin sm 

2 2 

n = u. : = — a J 

'^ . r—r' ^ cosa 

sin 



lesquelles se servent mutuellement de contrdle pour le calcul nume- 
rique. 

Les deux autres Elements qui se rapportent k la direction lumineuse 
efficace se deduisent tres^simplement de la connaissance des coordon- 
nees a7o, y^f ^0 <lu point de contact de Tonde plane avec la surface 
d'onde. Les formules du n^37 (p. 2167), applicables au cas du minimum 
de deviation, donnent, 

I . e — e' I e — e' cose cose' , 

fi a '^ V 2 • sin(A-hD) ®^* 

La projection du rayon lumineux efficace sur la section droite fait 
avec Taxe des x un angle a', tel que 

tang a' = —^ 

la comparaison avec la valeur de tanga montre que 

langa' = ^tanga. 

Gomme verification, il est bon de rappeler la relation du n^ 24 

(p. 253) 

tang' P = tang a tang a'. 



dans laquelle j3 = - 



TT e — e 
2 
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Le rayon lumineux fait avec le plan de la section droite un angle x, 
defini par 

iang>t=- 



Zo 



Zocosa' 



On pourrait calculer aussi en fonction des a^ovjo' ^o I'angle ^ de la 
normale d'onde et du rayon efficace ; mais les expressions ne seraient 
pas calculables par logaritbmes : aussi est-il plus commode d'employer 
la trigonom6trie sph^rique. Les trois directions ci-dessus indiquees 
forment les trois sommets d'un triangle spherique rectangle, k savoir 

OP normale d'onde, 

OF rayon lumineux efficace, 

OR projection du rayon sur la section droite, 

PR=:a- a', FTO==Q, 
FR = x, 



Fig. 16. 




On conclut facilement 



tangx = 



nz9 



1 , ,, cos(a — o^) 

- cos(a — a') ^ ' 

n 



relation qui fournit une verification pour x : 

cos C = cosx cos ( a — oO, ei aussi lang £2 = -: 



tan^x 



sin (« — «') 



. 46. Yoici le resume des observations faites avec ce prisme : le ta- 
bleau comprend quatre colonnes principales qui renferment les obser- 
vations angulaires, k savoir : les mesures relatives a Tangle du prisme, 
k la deviation minimum du rayon extraordinaire et aux incidences cor- 
respondantes. Gomme verifications ulterieures, on y a joint les memes 
mesures relatives au rayon ordinaire : les nombres de la colonne re- 
presentent la temperature ambiante de Tobservation mesuree par un ther- 
mom^tre plac6 le long du collimateur; les deux autres colonnes com- 
prennent, Tune le r^sultat du contrdle indiqu^ au n^ 43 (p. 9), I'autre 
les observations de I'inclinaison de I'image de la fente du collimateur. 
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47. La concordance de ces observations est trfes-satisfaisante; on 
pourrait prendre la moyenne de chaque colonne comme point de de- 
part descalculs ult^rieurs; mais^ comme la variation des Elements avec 
la temperature n'est pas k negliger, il vaut mieux choisir une s^rie 
qui ait ete faite completement dans les memes circonstances. La meil- 
leure, sous ce rapport, et surtout relativement a la regularity des me- 
sures, est celle qui porte le n^ 23 ; en efTet, c'est ceile qui presente la 
verification indiquee au n^ 43 avec la plus grande approximation, ainsi 
que le montre la colonne intitulee diffdrence^ H -I- H'-f- 2A — arr. De 
plus, la meme serie d'operations appliquee au rayon ordinaire fournit 
un autre controle; on devrait avoir ^— e = o; Tobservation a donne 
a'— 6 = — o^o'aG" : ce qui tendrait a prouver que Terreur est nega- 
tive et egale environ k n&'i valeur de meme ordre que la moitie de la 
difference H -I- H'-i- 2A— 27r= I'Zi". 

On adoptera done* pour tous ces motifs, la serie n^ 23. 



Detail des observations. 

48. Le tableau precedent nMndique que le resume des series; celui 
qui va suivre donnera une id^e complete des observations avec le detail 
des lectures du cercle et des verniers; c'est la serie n® 23, elle fournit 
la valeur des incidences correspondant au minimum de deviation par 
la seconde m^thode du n^ 43. 

Le cercle est divise de o k 36o degres dans le sens des aiguilles d'une 
montre : les divisions representent 5 minutes; les deux verniers per- 
mettent de lire 3 secondes et d'estimer i^^^S. On n'a ecrit que la 
moyenne des deux lectures des verniers, k 180 degres de distance, ce 
qui donne parfois des quarts de seconde. 

1° Observation priliminaire. 

Direction des rayons incidents (z^ro arbitraire) 
venant du collimateur 90*2' 20*^,25. 

Gette lecture sert de verification pour empecher les erreurs d'inad- 
vertance dans la mesure des doubles deviations. 
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2® Jungle du prisme. 

Arete plac^e du cote du collimateur : les rayons incidents se refle- 
chissent simultanement a gauche et k droite, sur les faces M et N; 

= I2^9. • 

Lecture a gauche i55*»2q'34'',5 ) ,. . ^ p. , ^^ ^ 

Lecture ft droile 34-39' g^ ! "^ °" ^^ = >^«'S«>'=5'.5 

3** Deviation minimum. 

Operation comme a Tordinaire; = i3**,o : 

Deviation k gauche (incidence 

sur la face M) I33«28'26^25 ) 

Deviation h droite (incidence > aD= 86*»52'36'',75. 

sur la face N) 46''35'49^5o ) 

Somme i8o*» 4' I5^75 

4® Incidences voisines de celle qui correspond au minimum de deviation. 

Reflexion sur la face N. 

La deviation minimum k droite correspondait k Tazimut 46**35'49"f 5o ; 
on d^place la lunette jusqu'a 46^35'o'\ alors la deviation correspond a 
deux positions du prisme; on rfegle soigneusement le prisme dans les 
deux positions qui amenent Timage lumineuse sur le reticule de la 
lunette, placee a 46^35'o'^ et Ton deplace la lunette de fagon k recevoir 
le rayon reflechi ; on obtient les deux lectures suivantes : 

i58»42'42",75 „ a .^ , ^ ^ 

i6202i'T8%75 Moyenne... l&o-Z:t'o",^5. 

De la meme manierct apr^s avoir deplace la lunette jusqu'a 46^34'o'', 
on a obtenu 

\£^ 7'^2^25 doyenne... i6o025' i4%63. 

5** Deviation minimum. 

Pour controler la stabilite du cercle et Tinvariabilit^ des deviations, 
on a repete la mesure de la deviation minimum, avant de passer a 
Tautre serie; = i3**, 5, 
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Deviation k droite (incidence sur N), ^G^iS'Sy.^S n — fifi®'? '33' 5 
Deviation a gauche (incidence sur M). i33^ti8'!if aii- w> 52 66 ,70. 

Somme 180* 4' ^^"9 ^^ 

Les azimuts ont varie Tun de 0'% 76^ Tautre de 3'', 5, quantit^sexces- 
sivement petites et dues probablement \k la variation de temperature. 

6^ Incidences voisines de celle qui correspond au minimum de deviation. 

Reflexion sur la face M;0= 1^^,21 

Lunette i 1 SS^ag'o" 0/ ' Xft'' ^'^y®"^"^ • • • ^° " ^' * ^''' 

'y^, „ Moyenne... 8«i5'i5". 



Incidence sur 
Incidence sur 



70 Deviation minimum. 

N 46«35'5i ,00 ^"-^ ^^ *^ '7^- 

Somme i8o*» 4'^7''>75 



8^ Jn^e du prisme. 

La temperature est alors d = i3^,4- 

35-33'5o';^ «A=i20-5o'3. ,5. 

La temperature ayant ete en croissant d'une mani^re reguliferet on a 
elimine son influence par le mode d'observations crois^es qu'on a 
adopte : ainsi Ton prendra pour Tangle du prisme la moyenne des 
deux valeurs du commencement et de la fin de la serie 

2A= i2o»5o'28",5. 

La deviation sera la moyenne des deux valeurs correspondantes du 
commencement et de la fin : 

2D = 86<>52'4o%5o. 

AmuUet de Vteotb NomuUe. a* S^rie. Tome UI. 3 
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II reste a calculer les azimuts de reflexion pour en d^duire les inci- 
dences. 

I® Rijlexion sur N. 

Azimut de deyiation minimum . . . j ^^^^, 5^, ^5 ^^^ ,^ ^^j^^ 

Hoyenne 46** 35' 5 1 '^^ 38 

Tel est Fazimut qu*on adoptera pour la deviation minimum, et Ton 
6crira 

A 46** 35' 5 1'', 38 ^ „ _ correspond Tazimut x' 

A 46^35' o",oo ^'/"^^ i6o«32' o^75 ,,^„ 

A 46^34 0*^,00 i6o'3o'i4 ,63 ^ 

d'oii Ton conclut 

a: — i6o*»3a'o",75 _ 106'', 12 
57^38 "" 60'' ' 

d'oii 

a^'=I6o•33'3^^64 
Retranchant Tazimut de la deviation minimum. 46** 35' 5 1"", 38 

II vienl 7r-+-D- aV=:H'= iT3«57'4o",26 



• 2° Rijlexion sur M. 

4 . . J J' . *. . ._ ( 1 33*28' 27^^,00 avant la s^rie, 

Azimut de deviation minimum. . . J '„ ^ , , , , ' 

\ 36 ,75 apres lasene. 

Moyenne i33»28'3i%88 

d'ou Ton conclut le tableau suivant : 

A i33®28'3i",88 „ correspond I'azimut ^ 

A i33«29' o%oo ^/"^ 8•l5'l2^oo 

A 133030' o%oo ^ '""^ 8oI5'l5^oo ^ '"^ 

done 

j; — 80 1^ 12^ — _ ?!^ 
ag,ia "" 60' 
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d'oii 

^ = 8»i5'io",54 

Retrancham x de razimut de deviation minimum. i33»28'3i",88 
II vienl TT-f-D — 2e=:H= i25*»i3'2i",34 

Les valeurs de H et H' satisfont a la verification H-HH' + aA=27r:i 

A .1^ t\if\ e'— e=: 5«37'5o%54 

2 A = i2o*»5o'28'',5o ' * ^ 

H -f- H' -f- 2 A =36o» i'3o',io 

L'exces est de i'3o", lo; Terreur k craindre sur e* — c doit done etre 
de I'ordre de \ ( i^3o^ lo) = 45", o5. 

Les yaleurs de H et H' jointes k celles de A et D fournissent une rela-* 
tion de trop, et comme la y^rification precedente n*est pas rigoureuse-. 
ment satisfaite, il y a lieu de cboisir la donn^e k supprimer pour faire 
les calculs. !^videmment, les incertitudes sont surtout a craindre sur 
HelH'; si Ton n'utilise que leur difference H = H' = 2 (c'— c), cesj 
donnees eutreront d'une manifere aussi symetrique que possible : on 
aura done comme donates definitives 

2A, 2D = 2(e4-e')— 2A et H — H'= 2(e'— e), 

d*ou Ton conclut 

A = 6o»25'i4^25 

D = 43»26'2o^25 

e=49° 6'5i%98 (reflexion surM) 

e'=:54®44'4^''>52 (reflexion sur N) 

C'est ayec ces donnees experimentales que le calcul des Elements de 
Tonde refract^e a ete effectue; les resultats obtenus sont consignes 
dans la deuxi^me colonne du tableau ci-aprfes; la troisieme contient 
ceux qui sont obtenus par la m^tbode decrite dans les paragraphes qui 
suivent. 
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^L^ENTS A D^TSRHINBR 



IT r—r 

a = - H 

2 a 



RteULTATS NUM^RIQUES 



d'apr^ 

les 

th^rimes g^n^raux 

et 

les obsenrations 

pr^cMentet. 



Indice de refraction 

Angle du rayon projet^ et de la normale 
d'onde 

Distance du point de contact de la surface 
d*onde k la section droite du prisme. 

Angle du rayon avec la section droite. 

Angle de la normale d'onde et du rayon . 

a 

Angle du plan contenant le rayon et la 
normale d*onde avec le plan de la sec- 
tion droite 

Indice du rayon ordinaire 



a =88* 4a' 54% 79 
' a' = 83** 5o' 44', o4 

/f = 1 ,563o79 



a-a=4«5a'i5",07 



Zf = + 0,042280 
x = 30 47' 47', 5 



i; = 6** 10' 7" 



a = 38* o', 5' 



«, = 1 ,658347 



d'aprte 

rorientation 

cristallographlque 

dn prifme 

et let donn^ef 

de Rndberg. 



88* 4a' 17", 87 
83'»47'4a%68 

1, 563093 
4" 54' 35", 19 

+ 0,042692 

3M8'i3',75 
6*ia'a8",90 

37«5o'a8%37 

n^ = i,Gil846 raie D. 



Calcul thSorique des risuUats pricidents. 

49. Le contr6le de ces resuUats a 6te obtenu par leur comparaison 
avec ceux qu^on deduit de la connaissance de la surface d'onde du spath 
d'Islande. Le calcul ne laisse pas que d'etre assez laborieux, surtout a 
cause des calculs pr^Iiminaires relatifs k I'orientation de I'axe optique 
par rapport aux faces arlificielles du prisme; lesresultatssont consignes 
daus la troisifeme colonne du tableau precedent. Voici la marche qui a 
k\k suivie. 

La premiere operation a consist^ k rapporter les deux faces arlifi- 
cielles du prisme MN aux faces du rhombo^dre. Le parall^lepipMe de 
spath, ayant et^ cboisi parmi un grand nombre d'echantillons, presen- 



SUIVAHT VSE LOI QDELCOHQDE. 31 

tail des clWages remarquables par leur poli et la perfectioa de leur 
plao : aussi les mesures angulaires donl le detail va suWre se sont- 
elles efTectu^es avec une grande exaclilude. 

Pour se reDdre compte des calculs de trigoDom^trie h efiectuer, il est 
D^cessaire d'employer le mode de repr^seotation graphique usit^ en 
cristallographie, Ji savoir la representation spli^rique des normales au 
poly^dre en projection st^reographique; li cet effet, on suppose que 
les directions des normales k toutes les faces du polyfedre passent par le 
centre d'une sphere et vont percer la sphere en des points qui difioissent 
compl^tement les faces en direction. Ce sont ces traces qu'on projette 
st^r^ographiquenient sur un plan convenablement choisi; ce mode de 
projection jouit, comme on salt, de la double propri^te qu'un cercle 
trac£ sur la surface de la sphere se projette suivant un cercle et que 
les angles se conservent en projection. 

Layff. i7representest6r£ographiquement les normales auxfacesHN 




du prisma et aux trois faces du rhombofedre R,, R,, Rf Le plan de 
projection est le plan des deux normales MN on plan de la section 
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droite du prisme : on remarquera que la normale a R2 est un peu au- 
dessous du plan de MN. Par Tobservation au goniom^re, on a mesure 
le double de cbaque angle diedre; voici les resultats obtenus ou plutot 
le supplement de la moiti^ de ces lectures, c*est-k-dire Tangle des nor- 
males representees sur la figure : 

1tfN"=:ii9«34'33%oo ('), 
MR;= 83° y 4^5, 
NRr=io9° 6'3o",75, 
ItfRTzzrioS^iS' 6^75, 
R^,= 74«55'55^25. 

Gomme verification on a mesure un angle surabondant 

fm,= i35«6'48%75; 

on a, en efTet, 

Les trois faces M » N, Rs n*6tant pas rigoureusement paralleles a une 
meme droile, les trois normales ne sont pas dans un meme plan, et, 
par suite, la sorome des trois angles doit 6tre un pen infi6rieure a 36ode- 



( ' ] On remarquera une Mgftre Mbeoce entre Tangle MN obeerv^ dans oette s^rie 

et la valeur obteime dns k sMe n^ 23, emplojie dans lea ealcnli ant^ienrs, 

A=:6of'95'i4%«5, = 1^,3; 

mais celte difT^r^ee (is*, 75) a'axpliqoe trda-bien par la diflKrenoe de temperature; d^apr^s 
la discussion de I'enaenyiile des sMes, Tangle dn prisme crolirail d'environ 3 secondes pour 
un accroissement de la lemptoittire de i degr6. Malgr^ cette petite divergence, on n'a pas 
cru devoir modifier It seeoMde valetir de Tangle dn prisme poor le cakml th^orique des ele- 
ments de I'onde rttiefie; k oooipanDSOB da nonvean ealcol tree lea rfeoltats obtenus par 
la premiere metho^g est dewe en to e ti fe <f <we petite efrenr d^mrifon 12 ft 1 5 secondes; mais 
cette erreur est negligeable vis-ft-vis de Tincertitude qui peso sur la determination experi- 
mentale de ^ — e\ laquelle peut 8*eiever de i ft 2 minutes. D'ailleurs cette comparaison est 
destinee bfen plutdt ft montrer la validiie et Tusage commode des theoremes geomeiriques 
employes qu'ft faire une confrontation ngoureuse du calcul et de Tobservation. 



SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE. 2^ 

gr6s : le sens de la difference est done une verification qualitative des 
mesures. 

Les calculs de trigonometric spberique qu'on a a effectuer ne pr^sen- 
tent aucune difficulte; mais ils sont fort longs par eux-memes et par 
les verifications qu'on est oblige de faire. 

Pour definir Torientation de Taxe optique S {^g. 17), relativement 
aux faces du prisme, on a choisi deux angles, a savoir : 

1^ L'azimuto^OF du plan projetant cet axe sur le plan de la section 
droitCy compte k partir de I'axe des x ou bissectrice interieure du prisme, 

<7=i27»44'4i%95; 



X\ 



2^ L'angle SP que fait cet axe avec le plan de la section droite 

&)=:26»4'ao",65. 

Ces r^sultats ont ete obtenus par la marcbe suivante : 
i^ On a adopte comme angle du rbomboedre la valeur 

6^Ri= 74*55' 55^25; 

on a calcuie Tangle RoS que fait Taxe S avec la face Ro; on trouve 

SR, = 44«37'9",72, 
et pour Tangle 

SR.R, = 39»2'47^o6; 

a^ On a calcule Tangle diedre MR0R29 d'apres la connaissance de 

MRo9 RoRa) RaMf 

MR,R, = I07«56'48^8o 

(v^rifie par le calcul direct des deux autres di^res et de Texcfes spbe- 
rique). 
Par soustraction on a obtenu le difedre MRoS, 

MR.S = 68»54'i'',74. 
3^ On a calcule Tangle diedre MRoN, 
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(vdrifid parle calcul direct des deux autres difedres et de Texcfes sph6- 
rique. 
D'oii Ton a conclu par addilion avee Tangle pr^cedenU 

NR.S=I72•9'9^56. 

La connaissance de ces deux angles a permis de caleuler de deux 
maniferes diffe rentes les angles a et cj definis plus haut : il ne reste plus 
en effet qu'k r^soudre un triangle reclangle, connaissani un c6t^ et 
Taiigle adjacent; les resultats des deux calculs ont ete concordants a 
quelques centiemes de seconde; les diedres qu'il fallait connaitre etaient 

R,NM=: 92«49'53%26, 
R.MN=io8» 3' 37'', 70'; 

ils avaient d^ja ete calculus dans le triangle MNRo- 

50. La connaissance de la position de Taxe optique relativement aux 
faces du prisme permet d*appliquer les donnees de Rudberg au calcul 
theorique des elements de I'onde refract^e. Les formules a employer 
sontcellesdu n^22, p. :i5o, k savoir (29) et (3o). 

Cakul des iUments de I'onde re/ractde au minimum de ddviation. — 
L'^quation (29) developpee se met sous la forme 

-r-r : (a*sin'a -f- 6'cos*<7) ■ (a*cos*a -+■ 6*sln*a) -+-a*6'= o, 

dans laquelle a et6 sont les axes de Tellipse qui forme la ligne d'onde 
sur la section droite. Si Ton convient de reserver leslettres a et 6 pour 
designer le demi-axe longitudinal et le demi-axe Equatorial de Tellip- 
soide d'Huyghens» I'ellipse consid^r^e aura aussi b comme demi-axe 
perpendiculaire a la projection de Taxe optique ( parce que I'axe equa- 
torial se projette en vraie grandeur) et pour axe perpendiculaire la va- 
lour a\ tel que 

a" = a'cos'o) -f- 6» sin'w, 

6) Etant Tangle que fait Taxe de Tellipsoide de revolution avec le plan 
de la section droite {fig. 18). 
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La direction a de la normale k I'onde plane refractee, qui corres- 
pond au minimum de deviation, est fburnie par les formules (3o) 



(3o) cota = 



frt'— ftMsino-coso- 



=-- --h 



a' cos'o- 4- 6' sin*<7 : 

Fig. 1 8. 



a* sin^o- H- 6* cos*<7 r 

V* 

(a' — 6')sin<7COso" 




-V-^- 



Dans ces formules a ou a\ 6 et a sont connus , mais fx et v, qui ren- 
ferment la valour de la deviation, ne le sont pas; il faut eliminer ces 
deux inconnues entre I'equation de I'ellipse el la suivante, bien connue 
(i6, p. 246), 



(16) 



|ui*cos' — h v'sin* — = 1 



A cet effet, on tire /x^ et v^ des deux equations ( 3o), en fonction de 
cot a, et Ton substitue dans I'equation (16). On arrive, apres quelques 
transformations faciles, a Tequation du second degre 



NQ lang'a -h ( MN — P^ 4- Q^) tanga 4- MQ = o. 



dans laquelle 



M = a" cos'o- 4- 6* sin^o" — cos'— > 

2 

N = a" sin'o- 4- 6'cos'o" — sin' - > 

2 



p 


.A A 

= sm'— cos'— > 
2 2 


Q 


= (a"— 6') sin (7 cos <7, 




a'^ — a' cos'w 4- 6' sin'w. 



L*equation en tangoc se resout sans difficulte : quant a la racine k 
adopter, elle se reconnait aisement par la condition que Tonde refractee 
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doit etre a peu prfes parallele k la bissectrice de la section droite du 
prisme, c'est-k-dire que a doit etre voisin de 90 degr^s. 

L'indice de refraction de Tonde plane au minimum de deviation 
s'obtient en substituant la valeur de a dans I'equation (22) du n^ 22, 
p. 248, 



- =/>'= v^a"cos*(a — a) 4- 6' sin* (a — a). 

La connaissance de I'indice permet de calculer les angles d'emer- 
g^nce, car on a 



= a • sme =nsmr. 



1 2 

=—5 sme'=:nsmr'. 

2 2 

Gomme verification, on se sert de la formule 

r — r* e^- ef 
lang tang 



tang tang 



2 



L'angle de la projection du rayon avec Tonde plane est donne par 
Texpression (34)» n^23, p. 252, 

1 lang*- 

tanga' = ^ langa =r _^— langa, 

lang* 

2 

d'oii Ton tire a — a', angle cherche. 

L'angle du rayon lumineux avec la normale a Tonde plane se de- 




duit de la meme propriete geometrique appliquee a I'ellipse meri- 
dienne. A cet efiTet, en commence par calculer {fig. 19) Tangle d que 
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fait la direction a (represente par F sur la figure) avec I'axe optique S : 
le triangle spberique rectilatere FOS donne sans difficulte 



cos(? = sinOScosFOS 



— sinw cos ( 0" — a), 



appliquant le theoreme 



tang^' = -;lang0, 



d'oii Ton conclut 9 — 6'. 

Cest Tangle appele ^ au n*^45, p.'i3. 

L'angle du plan de Taxe optique et de la normale d'onde avec la sec- 
tion droite Q se calcule aussi a Taide du meme triangle SOF : c'est le 
complement de F; ou mieux a Taide du triangle rectangle SPF' oil il est 

represente par F', 

tango — tangQ sin {a — a). 

Enfin la coordonnee jzot distance du point de contact de la surface 
d*onde ^ la section droite {^g. 20) (zo est positif comma etant au- 
dessus de ce plan). 

Fig. 30. 




Sur la figure, le plan PRQ represente le plan d'onde, OP la normale 
d'onde, le centre de Tellipsoide, R le ^int de contact, 

z. = RQ, OP=i, POR = a--a' el RPQ=:Q, ROQ = x. 

n 

Exprimant Zo de trois maniferes, il vient 

2. = - tang (5 - 6') sinQ = - ----^^5?2L_ = i u^^ 
• /I ® ^ ^ n cos ( a — a ) n 



oil Ton retrouve les formules de la page i3, n*^ 45 : on peut done cal- 
culer Clf X et Zo- 

4. 
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51. Les nombres qui figurent dans la troisieme colonne dii tableau 

de la page ar, n^48, onl ete obtenus a I'aide de ces formules par la 

substitution des valeurs 

&)= 26« 4' 20", 65, 

(x= i27«»44'4i",95, 

A^ 6o'*25'27",oo, 

- — n.= 1 ,65846 

pour la raie D (Rudberg). 
'- — rigT- 1,48635 

Les differences entre les resuUals deduits des theorbmes generaux 
el ceux deduilsde Tellipsoide d'Huygbens sont partoulassez faibles. La 
plusgrande concordance correspond aux valeurs de a et de /i, ou elle 
est veritablement remarquable; la plus grande discordance a lieu 
pour il : elle s*elfeve k 9-^ minutes; ntais il y a lieu de remarquer que cet 
azimut est, par sa nature meme, assez mal dcfini au point de vue expe- 
rimental, puisque la normale d'onde et le rayon efficace qui determi- 
nent Tun des deux plans du diedre font un angle tres-petit (6®io'). 
Quant aux autres valeurs, elles s'accordent en general a 2 minutes pres; 
c'estl'ordre d'approximation qu'imposela determination dee'^eetf^^. 

En resum6, on pent conclure que les iheoremes generaux demontres 
precedemment sont verifies par Texperience; leur simplicile relative 
dans une question si complexe rend leur emploi tres-commode. On 
pent afQrmer, en outre, que dans un cas tres-general Tellipsoide de 
Huyghens rend un compte aussi precis que possible des observations. 
Ces experiences et ces calculg confirment done Texactitude, la validity 
de la forme de la surface d'onde adoptee pour les cristaux uniaxes. 

Remarque, Pour avoir un contr6le plus direct des nombres de Rud- 
berg, on a observe dans la meme serie la deviation minimum du rayon 
ordinaire : en mesurant a nouveau Tangle du prisme, on a trouve 

2 Do =^ I o5® 23' 24^^, 00, ^ , 

2A=rI20«50'll",25, ^— '^'^• 

De ces donnees, on a deduit Tindice de refraction ordinaire du spath 
d'Islande correspondanl a la raie D 

/I, — 1,658389, 
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qui ne diflere du nombre de Rudberg que d'une quantite presque insi- 
gnifiante. 

Verification expSrimentale du cas oil le prisme produit une 
deviation constante et indSpendante de V incidence. 

52. Les observations et ies calculs precedents ont ete effectues spe- 
cialement en vue de la verification des theoremes generaux qui defi- 
nissent Ies elements geometriques d'une onde refractee, independam- 
ment de la connaissance de la surface de Tonde; Tintroduction, dans le 
second calcuU deTellipsoide de Huyghens fournitune verification labo- 
rieuse, il est vrai, mais tres-efiective, de la nature de la surface d*onde 
des cristaux untaxes. 

Mais on pourrait objector que Ies petites divergences, inevitables 
dans des observations aussi delicates, sont peut-etre causees par 
I'inexactitude de la forme adoptee comme surface d'onde; heureuse- 
ment on pent trouver, parmi les proprietes geometriques exposees 
dans la premiere partie de ce Memoire, un phenomfene qui permet de 
verifier synthdliquement Inexactitude de la forme ellipsoidale de la sur- 
face de Tonde du spath d'islande : c*est le phenomene correspondant 
aux theoremes qui font I'objet de la Note du n® 16. On pent resumer 
ainsi les propositions dcmonlrees dans cet article : 

Si Ton considere un prisme dont la ligne d*onde correspondant a la 
section droite ait ses axes orientes parallelement aux bissectrices de 
cette section 

ce prisme produira une deviation constante D, independante de Tin- 
cidence des rayons, lorsqu'il sera place dans un milieu dont Tindice 
sera k^ a la condition qu'on ait 

(K) ^«n6'^-F=:N^' 

la deviation constante etant donn^e par la formule 
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53. II est facile de demontrer la proposition reciproque, k savoir 
quo, si iin prismc produit une deviation constante et independante de 
rincidenco, la ligne d'onde eorrespondant a la section droite est neees- 
sairement elliptique. 

En cflet, d'apr^s I'equalion ( 12) du n^ 15, p. 240, on a, dans le cas 
general) pour Tindice de Tonde refractee eorrespondant a un angle A 
ot une deviation D qui definisseut /x et v, 



— — - sin' :- — cos' 



I 



substituant a - - -f — , a etant Tangle avec Taxe des x de la nor- 



male ^ Tonde plane r^fraclee, 



p^:=^ -- = — cos'a -f — sin'a, 
' n^ a* v' 



Si D est independant de e et e\ c'est-a-dire de r et r' ou a, fi et v 
sont des constantes, et Ton a, pour la loi qui lie la vilesse de propaga- 
tion p de Tonde refractee avec sa direction, 

p' = — cos*a -f- — sin' a. 

L*enveloppede cette onde plane, sur la section droite ou ligne d'onde, 
est Tellipse 

Cette ellipse doit done ^tre identique a Tellipse du milieu eonsidere 

k etant Tindiee da milieu exterieur : Tidentification conduit aux deux 
foruuiles rapportees plus haut (K), (K'). 

54. II etait done tr^s-naturel de soumettre rellipsolde a cette verifi- 
cation : la diOiculte pratique etait de parvenir, pour le liquide, a Tin- 
dioe oonvenable t : la une etude approfondie des donnees memes de la 
question a permis une grande simplification experimentale. 

Le prisme de spith d*Islande le plus facile a utiliser etait evidem- 
lueDl TtDgle ligu ou Tangle obtus d^un rbomboide de clivage: or il se 
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rencontre une simplification inattendue lorsqu'on op^re k la fois sur 
Tangle aigu et Tangle obtus : c'est que Tindice du liquide fournissant 
la deviation constante est le meme dans les deux cas, et que de plus 
cette deviation constante reste la meme en valeur absolue, mais se 
trouve de signe contraire. 

En eflet, lorsqu'on intervertit Tangle aigu et Tangle obtus» on 
intervertit les axes de TelTipse dans la section droite : la premiere for- 
mule (K) devient done 

c'e8t*k-dire reste identique apr^s la Substitution; la seconde (K') devient 

. /7t A D\ M .,A . /A D\ 

qui s'identifie avec la premiere forme en changeant le signe de D. 

55. La melbode d'observation destinee a verifier ces particularites cu- 
rieuses de la refraction extraordinaire, dans un cas tres-general, devient 
tres-facile k mettre en oeuvre d'apres les propositions qu'on vient de 
demontrer. 

Le rbomboide de spath d'lslande etait soutenu par un support parti- 
culier, forme d*une petite plaque au-dessous de laquelle il etait fixe; 
cette petite plaque etait, par Tintermediaire de trois vis de reglage, 
soudee a la partie inferieure d'une tige glissant ^ frottement daos un 
tube fixe lui-m6me k unepotence; cette tige faisait fonction d'axe verti- 
cal et, a Taide du reglage, on disposait quatre des aretes du rbomboide 
parallelement k cet axe : le tout etait dispose sur la plate-forme du go- 
niomMre. 

Une petite cuve de verre, k faces bien planes et paralleles, contenait 
le liquide; le rbomboide y plongeait et pouvait y tourner librement 
dans tons les azimuts. 

Quant au liquide, il etait en grande partie forme d'essence de 
girofle (n = i,5345, raie D), dont Tindice est trfes-voisin de Tindice 
convenable (theoriquement 1,537182); pour augmenter Tindice, on 
ajoutait quelques gouttes d'essence de cannelle (/i = 1,610); dans le 
cas oil Ton depassait la limite, on abaissait Tindice avec de Tessence de 
terebentbine (n= 1,48). 
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II eut ete tres-incommode de composer le liquide en prenant comme 
base la valeur numerique de son indice ; les determinations eussent ete 
fastidieuses, d'autant plus que Tevaporation inegalc des essences etait 
un obstacle presque insurmontable pour Tobtention d*un resultat pre- 
cis. Heureusement le phenomene lui-meme indiquait si I'indice etait 
trop cleve ou trop faible ; en effet, lorsque I'indice itait voisin de la 
valeur limite, la deviation du rayon emergent etait presque constante, 
mais elle n*avait pas atteint sa vraie valeur; pour Tangle aigu, elle 
etait au-dessus, pour Tangle obtus au-dessous. Comme les rayons in- 
cidents traversaient a la fois les deux angles aigus ou les deux angles 
obtus, suivant Tazimut du cristal, on pouvait recevoir successivement, 
dans le cbamp de la lunette, la deviation a droite de Tangle aigu de 
gaucbe, par exemple, et la deviation k droite de Tangle obtus de droite; 
ces deux deviations, egales lorsque Tindice est arrive a la limite, ne le 
sont pas dans le cas contraire. Pour savoir s'il fallait augmenter ou di- 
minuer Tindice, on examinait laquelle des deux deviations etait la 
plus grande ; la regie etait celle-ci : Tindice est trop fort si la deviation 
esiplus/orte que celle de Tangle aigu, et reciproquement; un moment 
d'attention la rend evidente. 

56. En operant ainsi, on arrivait a coup sur a obtenir deux deviations 
aussi egales que possible, et Ton vcrifiait que la deviation etait conslante 
et independanle de Tincidence. Ce phenomene presente ainsi ^^oo? veri- 
fications, Tune qualitative, a savoir Texistence d'un indice exterieur 
produisant une deviation independante de Tincidence; WwiTid quanti- 
tative, Tegalite, au signe pres, des deux deviations constanles pour des 
prismes supplementaires dont les bissectrices interieures sont cristal- 
lographiquement rectangulaires. Mais il presente une troisieme verifi- 
cation numerique tres-importante, c'est Taccord de la deviation obser- 
vee avec la valeur theorique de cette deviation, calculee d'apres 
Tellipsoide d'Huyghens el les donnees de Rudberg; pour effectuer ce 
calcul, il suifit de connaitre les axes deTellipse, projection orthogonale 
de Tellipsoide sur le plan de la section droite du prisme. 

A cet effet, on commence par calculer Tangle v que fait Tarete du 
rhomboedre avec Taxe; pour cela on a determine Tangle du rbom- 
boide de clivage sur lequel on a opere, et Ton a trouve sur les qualre 
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aretes refringentes (a, |3, a', |3', designant les quatre faces) 

a (3 = io5°4' «5", a (3' := 74056' i", 
a'P' = 10504' 5", a'p-=*74o56'i5". 

La somme des quatre angles egale 36o^o'36''; il y a done une petite 
erreur de 36 secondes k repartir sur les quatre angles (due probable- 
ment k un defaut de reglage des aretes a mesurer), ce qui conduit k la 
valeur definitive pour Tangle du rhomboedre 

* 

valeur qui dififere si peu de celle qui fait partie de la serie relative au 
prisma a faces arlificielles ( * ) 

R= 10504' 4", 75, 0=i7%4. 

qu'on n'a pas cru devoir la substituer k ce dernier nombre admis 
comme une donnee fondamentale dans tous les calculs de ce M^moire. 
La formule \ employer s'obtient en considerant un triedre rectangle 
ayant pour aretes, Tarete du rhombobdre, I'axe et la trace sur Tune des 
faces du rhomboedre du plan projetant cet axe, 

cosi' = C01600 cot — » 

2 

d'oii 

i^ = 63044' 1 7", 69. 

L'ellipse, projection de Tellipsoide, aura pour axe perpendiculaire a 
la projection de Taxe optique la valeur meme de I'axe equatorial 26, 
qui se projette en vraie grandeur; suivant I'axe optique, I'axe de Tel- 
lipse sera ia!\ 



(') Ges mesures montrent combien la structure du spath d'Islande est r^guli^re, puisque 
deux ^hantillons, pris au hasard, donnent, pour Tangle de leurs clivages, des nombres iden- 
tiques ; toutefois il est bon d*ajouter que ces deux ^chantillons sont de la mdme provenance. 
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numeriquementy d'apres les indices de Rudberg, 

— r= 1,620061 = M ('), 

J = 1,46835 =N. 

Appliquani les formules (E) et (K'), on trouve pour rindice du liquide k 

et pour la deviation D 

k= 1,537182, 

D = 4«48'5o",o4. 

Mais cetle deviation est celle qui correspond a un milieu ext^rieur in- 
defini d'indice k. Comme le liquide est compris entre les deux plans 
paralleles de la cuve, il y a lieu de corriger Teflet de la refraction 
dans Tair; les deux cas les plus simples qui peuvent se presenter sont 
les suivants : 

1° La cuve est fixe; la face d'entree est normale au^x rayons inci- 
dents; la deviation apparenle D' sera donnee par Texpression 

sinD'=:/f sinD, 

d'oii 

D' = 7°24'42%4. 

2^ Les faces de la cuve sont parallMes au plan bissecteur du prisme 
et solidaires de son mouvement : 

. D^ , . D 

sm — =Arsm— J 
2 2 

d'oii 

D'=7«24'io". 

Cest a cette derniere disposition qu'on s'es^arrete; Tobservation a 



(') On a pu contrdler. dircctement ce nombrc par robservation de la d6viation minimum 
du rayon extraordinaire a travers Tangle aigu ; Timage de la fente esl inclin6e : aussi faut-il 
incliner le reticule de la lunelte sous le m^me angle et mesurer le double de la deviation; 
robservation est difficile a cause du peu d'intensit^ de la lumi^re; on a trouv^ 

2A=i49''52'29", 

2D=i7o°53'o4", 

d'od 

/- = 1 ,61982. Differ. =-. 0,00024. 
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donoe pour la deviation constante, dans sept series bien concordantes, 



A'=7»22'38'' 




28" 


6 - i6», 


27' 




00" 




15" 


0=i6»,i, 


47" 


>7%7. 


45" 


i8%i. 



Moyenne . . . 7*'22' 28" 

La difference avee le nombre calcule est i'42"; elle est de Tordre des 
erreurs que les phenomenes de diffraction causes par les stries des 
faces naturelles de clivage produisent dans Timage de la fente. 

57. II est necessaire d'ajouter quelques indications sur la maniere 
d'efTectuer les mesures ; en effet, on arrive assez aisement a amener 
Tegalite apparente des deviations par Tangle aigu et Tangle obtus du 
rhomboide; mais, lorsqu'on execute les mesures precises, on trouve que 
cette egalite n'est exacte qu*a quelques minutes pres. S'il fallait modi- 
fier Tindice jusqu'a Tegalite absolue des deviations, Toperation serait 
interminable, surtout avec Tevaporation inegale des essences : il etait 
done niecessaire de deduire le resultat limite des observations obtenues 
dans le voisinage de Tindice limite. Rien n'est si simple : il suSit de 
prendre la moyenne des deviations par Tangle obtus et Tangle aigu; 
c'estceque justifie, pourles donn^es spdciales adoptees ^ le calcul suivant. 

Gonsiderons les deviations minimum par Tangle aigu et Tangle 
obtus; elles satisfont aux relations 

. , ., sin (- — a -I- d') 
sm (an-o) n, \2 / /i. 



sin a TF 

sin 



dans lesquelles les lettres grecques remplacent les grandes lettres di- 
visees par 2. 

La condition pour qiie c^ = — 5' = A donne 



sin(« ■+-i) ^N cos(a -f- S) n, 

sin a k cosa k 
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ou, en eiiminant ky 



n. 



iang(a -f- d) = — langa, 

et k est donne par 

N* = /r*/i, sin*a-4- n] cos' a 

[laquelle est identique avec la relation (K)] . Si ^ n'a pas la valeur pre- 
cedente N, c^ et — c^' ne sont pas egaux a A, et Ton a 

sin(a4-d) _ cos(« — 3^) ^ 
/!,sina /ijcosa ' 

comparant avec T^quation (K'), 

sin (a -4- 6) cos(a— i') 
sin (a 4- A) cos (a -h A) 

L'observation donne c^ et c^. Posons 

d = A 4- €, 

et calculons 

0-6' ^ 6 -f- e' 

= A-4- \ 

2 2 

subslituant les valeurs de d, $' et developpant, il yient, en negligeant 
lescarres de £,£', 

e coi( a -f- A) = — e' lang ( a 4- A ), 
i= — lang»(a-4-D). 

C 

11 se trouve quOi a^ec les donndes adoptdes^ on a sensiblemenl 

lang(a-f- A) = I el e = — e', 
e 4- e'=o; 



d'oii 
en eflet, 



a = — = 37° 28' ( angle aigu), 

D" 

A = — = 3»42' 
2 

a 4- A =4i«»io' =45"— 3»5o'. 
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I)ODC la demi-somme des valeurs absolues des deviations par I'angle 
aigu et Tangle obtus donne sensiblement la valeur limite (')• 

58. Outre ces trois genres de verifications qui viennent d'etre indi- 
queSy le phenomene de la deviation constante du prisme en offre encore 
un autre sur lequel il est necessaire d'insister : e'est une particularite 
assez singuli^re au premier abord, mais qui est une consequence evidente 
des propositions demontrees dans la premiere partie de ce Memoire. 
L'image rectiligne de la fente lumineuse, Tindice du liquide etant bien 
regie, tourne autour de son milieu lorsque le prisme tourne autour de 
son arete; ce pwotement de Timage ne laisse pas que de surprendre, la 
premiere fois qu'on I'observe; mais, si Ton reflechit que le milieu seul 



(') Pour effectuer la correction, d*ailleurs lr6s-petite, provenant de ce que la condition 
e : i'= — tang'4i"io'= — 0,7646 et non pas z6ro, on remarquera qu'il suffit de calculer la 
valeur — (n- •'), car on a 

or la somme alg6brique ^ + ^' est 6gale k i — s'; on connatt done la difference « — f' el le 
rapport t : 1', d'ou Ton conclut 

•I — tang'(a-f- A) , 

= : — ^jT zi =~cosa(a-hA= — 0,1334. 

1 4- lang'(a-+- A) \ / » t 



e — e' 



Le calcul a ^t^ appliqu^ aux quatre derni^res series dans lesquelles on a crois^ les obser- 
vations (pour eiiminer Tinfluence de I'dvaporation in^gale des essences et Teffet de la 
temperature ), de fa^n a obtenir separ^ment $ et S'. 



RiFmACTION PAR l'ANGLE 



aigu = a ^. 



7.aD.QD 

35.35 
21. /l7 
34.54 



obtus = a ^' 



7.18.34 
18.54 
»3.46 
20.37 



(.-.'). 



ao6 

301 

60 
129 



CORRECTION 



27 

-i- 27 

— 8 
-h 17 



2 A = D'' corrigd. 



7.33.37 
43 

63 



I 



Moyenne 7.23.43 



Ce qui r^duit a i'27" la difference entre le calcul et Tobservation. 
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de I'image correspond au plan de la section droite etque les autres points 
sont formes par des rayons obliques sur ce plan, on se reportera k Tetude, 
faite au n^ 33, p. 263, de Timage d'une fente rectiligne, et Ton Terra 
que rimage par refraction doit etre inclinee toutes les fois que le 
point de contact de Tonde plane avec la surface de Tonde est en dehors 
de la section droite. Dans le cas present, Tonde, par une rotation con- 
tinue du prisme autour de son arSte, pent occuper toutes les positions 
du plan tangent du cylindre circonscrit k Tellipsoide; la ligne de 
contact est une ellipse dont le plan est oblique sur le plan de la section 
droite (plan diametral conjuguc de la direction de Tarete du prisme). 
En deux points seulement la courbe de contact se trouve dans le 
plan de la section droite , suivant le diam^tre equatorial : Tonde est 
alors parallele a Taxe optique. Ce sont les deux seuls cas oil Timage 
soit verticale; ils correspondent evidemment au cas oil Tangle refrin- 
gent est Tangle obtus du rhomboedre, car le plan bissecteur de Tangle 
obtus est parallele a Taxe optique, et Tonde refractee au minimum de 
deviation est parallele a ce plan. Dans tous les autres cas, le point de 
contact de la surface de Tonde avec Tonde plane est en dehors de la 
section droite, et Timage est inclinee ; cette inclinaison se calcule par 
la formule (43) du n« 33, p. a63, 

, 2o sinA 

°^' .A A cose' 

On voit que tang^'<j pent devenir infini, c'est-a-dire que Timage de 
la fente verticale peut devenir horizontale ; il sulTit qu'on ait soit 

. A A 

ar,sin h/, cos— =0, 

soit 

cose' = o. 

La premiere condition indique que le point de contact de Tonde 
doit avoir lieu sur la droite 

To . A 

*— = — tang— » 
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c*est-a-dire au point d'intersection de la ligne d'onde avec la trace de 
Tune des faces du prisme, M, celle sur laquelle od compte les inci- 
denoes e [fig. 21). 

Fig. ai. 




II est facile de voir que cette condition revient \ cose = o ou e = 90® ; 
en eflet, I'onde ^mergente correspondant a I'onde refractee dans cette 
position est normale a la face M du prismCi car le cercle> ligne d'onde 
du milieu exterieur, passe par Tintersection de I'ellipse et des deux 
droitesy traces des faces; c'est I'interpretation geometrique dela condi- 
tion que Tellipse (^' -) soit la ligne d'onde. 

Soit, en effet, I'ellipse 



M*jr*4- N»/^ -4- I , identifi^e a fx»^» -+- v'f = i ; 



soil le cercle 



^'-+-r'=^,' 



r^quation de toule conique passant par I'intersection de ces deux 
courbes est 

Cette conique devient un systeme de deux droites concentriques a I'ori- 
gine ; si X = — ** , 

d'ou 
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Cette condition est identique k Tequation (K), page 29 : il n'y a de 
change que la notation f substituee a A. 

En resume, Timage sera horizontale pour ^ = 90^, c'est-a-dire quand 
le rayon incident sera rasant. 

La seconde condition cose' = o donne de meme e' =90® : elle cor- 
respond au rayon emergent rasant. 

59. L'experience donne une verification qualitative immediate de ces 
deux conditions; a mesure que Timage refractee s'incline vers I'hori- 
zontale, son intensite decroit, si bien que, a la limite, lorsqu'elle de- 
vrait etre tout a fait horizontale, elle est eteinte; c'est qu'en effet, sous 
Tincidence ou sous Temergence rasante, la quantite de lumiere qui 
traverse le prisme est nuUe. 

Fig. aa. 




On n'entrera pas dans la discussion qui permet de suivre la rotation 
simultanee du prisme autour de son arete et de Timage de la fente au- 
tour de son centre; on appellera seulement Tattention sur la verifica- 
tion que presente le sens de Tinclinaison de Timage; d'apres la for- 
mule (43), p. ^63, on voitquey'o est designe contrairea z^ (au moment 
oil Tangle aigu donnerait le minimum de deviation) ; remontant au 
n® 32, p. 261 et 262, sur le signe conventionnel de 9' {fig^ 22), 

de' 
lang<p' = -^; 

par suite, tant que Tonde plane refractee touchera Tellipsoide au- 
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dessus da plan de la section droite, Timage paraitra avoir tourne en 
sens inverse des aiguilles d'une montre et r^ciproquement. Cette re- 
marque prouve que la deviation, a droite ou a gauche, presente Timage 
inclin^e dans le meme sens. 



APPENDICE I. 

CALCUL DB L*INDIGB BXTRAORDINAIRB DU SPATH d'iSLANDB D'aPR^S LBS FORMULBS 

DB DB SBNARMONT MODIFl^ES. 



Les nombreuses series d'observations eflectuees sur le prisme MN, 
a diverses reprises, ont et^ discutees au point de vue de la temperature; 
Tinfluence est trfes-nette, et Ton a pu calculer une formule empirique 
de correction; la concordance des observations est assez grande pour 
qu'il ait paru interessant de faire concourir le resultat moyen de ces 
observations au calcul de Tindice extraordinaire du spath d'Islande. 
C'^tait d*ailleurs une occasion d'appliquer les formules du n^ 22 et de 
contrdler leur exactitude. 

Ces formules sont, au fond, celles quede Senarmonta denudes dans 
\es Nou^elles Annates de Mcuhematiques ^ t. XYI, p. 278; mais la forme 
sous laquelle elles se presentent est plus commode pour le calcul et la 
simplicite de la demonstration qui permet de les obtenir assure de leur 
exactitude. 

La moyenne de toutes les mesures effectuies sur Tangle du prisme, 
la deviation minima ordinaire et la deviation minima extraordinaire, 
donne 

2 A = i2o*»5o'26'',82, e=: i4Soi, variation -4- 6^^,00 pour i degre; 
2Do= Io5•23'Io^83, 0=:l4^32, variation -^-4^ 1 3 pour I degr6; * 
2D.= 86»52'I6^57, 9 = i3«,82, variation -^6^38 pour i degr6. 

Un trac^ graphique a mSme permis de determiner approximative- 
ment la variation de chacun de ces angles pour i degre, de sorte qu'on 

Annales de I'Ecole Normale, 3* Serie. Toma Ul. 6 
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peut les ramener tous a la meine temperature de i5 degres vrais 
(Q = 1 5®, 5o, car le thermometre employe 6tail en avance de o®, 5o) : 

aA = 1 20*50' SS'', 76, 
2Do= io5«23'i5'',76, 
iD,= 86«52'47^o3. 

L'iDdice ordinaire se calcule par la formule bien connue des milieux 
isotropes ; on trouve 

( raie D ), no= - =1 ,658325 ; Rudberg : i ,6585o. 

L'indice extraordinaire /!«= r se calcule avec les formules qu'on va 

etablir; Tequation (29) du n^ 22, p. 260, peut se mettre sous la 
forme 

-4-, — A («"sin»o- -4- fc'^cos-o-) — ~ (o'^cos^o- -f- 6"sin*o-) 4- a'»6'>=: o, 

a' et b' etant les axes de Tellipse ligne d'onde dans la section droite du 
prisme considere. Dans le cas actuel, on a 

a'» = a*cos'(k) -4- 6'sin*(i). 

On se rappelle que gt est I'azimut de la projection de Taxe optique 
sur la section droite du prisme rapportee a Taxe des x (bissectrice 
aigue) et que co est Tangle aigu que forme cet axe avec le plan de la 
section droite {voir n® 49, p. 23). 

(T = i27«44'4i",95, 
«k)= 26" 4'2o%65. 

Substituant la valeur de a' aprfes avoir pose 

-, cos^o- sin'o- 
ii vient finalement, aprfes reductions, Tequation qui donne 6, 

b'sWoy — 6M A-4--^ - (a*4- JfMcos'w -h -^ — a'Ncos*(i)=o. 
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Les quaotites /x, v, N se calculent ais^menl; on connait d'ailleurs a 
et w; rinconnue b est doDC fourDie par une equation bicarr^e facile a 
resoudre. En rejetant la racine ioadmissible, on trouve 

; ( raie D ), ii,= i = i ,48687 ; Rudberg : n, = i,48635. 

La concordance est encore pUs complete que dans le cas du rayon 
ordinaire. 



tmtf* 
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INDICES PRINGIPAUX DE L AZOTATE DB SOUDB. 



L'azotate de sonde est un sel neutre, incolore, d'une transparence 
parfaite, cristallise en rhomboedres et aussi facilement clivable que le 
spath d'islande. Sa bir^fringencei mesuree par la difference des deux 
indices de refraction, ordinaire et extraordinaire, est environ une fois 
et demie plus grande que celle du spath et negative comme elle; ce se- 
rait done un cristal eminemment propre aux experiences de double re- 
fraction, s'il n'etait pas unpeuhygrometrique,de sorte que les faces ar- 
tificielles se ternissent en quelques minutes a Fair ordinaire; les faces 
de clivage, souvent tres-planes, resistent beaucoup mieux a Thumidite 
atmospherique. 

Deux series d'observations ont et^ faites avec des cristaux de cette 
substance, la premiere ayant pour objet la determination des deux in- 
dices; la seconde, la verification approch^e de Tinclinaison de Timage 
verticale par refraction extraordinaire. 

Premiire sine. — On a utilise Tar^te aigue du rhombofedre de cli- 

vage d'un tres-bel ^chantillon d*azotate de sonde ayant environ 4 cen- 

limMres cubes en volumci^et d'une limpidite remarquable; le faible 

pouvoir refringent du cristal permet aux deux rayons de passer, sibien 

qu'on pent observer les deviations minima ordinaire et extraordinaire. 

6. 
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L'indice ordinaire se caicule d'aprfes la deviation du rayon corres- 
pondant; Tindice extraordinaire se deduit ais^ment de la deviation 
minima de Tautre rayon de la maniere suivante : 

L'axe optique du rhomboedre se projetant suivaot une perpendicu- 
laire k la bissectrice de la section droite, Tonde extraordinaire, au mi- 
nimum de deviation, se trouve parallele a cet axe; les formules de la 
refraction ordinaire peuventdonc s'ap'jpliquer au calcul de Tindicede 
cette onde. 

La connaissance de Tangle du rhomboedre permet de calculer Tangle 
que fait cette onde ou plutot sa normale avec Taxe optique ; la formule 
bien connue 

-7-= a^'rsa^cos'w -*-6'sin'w 

permet de calculer b quand on connait a, a* et &). 

L'observation a donne, pour Tangle aigu A du rhomboedre et pour 
les deviations Do D«, 

DtYIATIONS HIHIMA. 



Ordinaire. Extraordinaire. 

2A = l3707'36^ 2Do=I39»7'53^ 2D.= ii7«35'4i"; 
d'oii Ton deduit sans peine 

- = /i^ izz 1 ,5852, 
a 

-^=z n' = 1,52783. 

L'angle obtus du rhomboedre R est ^gal au supplement de la moiti^ 
de 2A 

d'ou Ton conclut, par un calcul cristallographique deja indique (n^ 49, 
p. 24)9 Tangle i^ que fait Taxe du rhomboedre avec Tarete du prisme 

n R 
cose = cotoo" cot — 9 

2 
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d'oii 

2 

Substituant cette valeur dans la formiile qui donne d, on en d^duit la 
Taleur de 6 = — ; les resultats definitifs sont (M : 

Indice ordinaire - = n* = i ^SSSa, 

a 

raieD. 
Indice extraordinaire. t='^«= 1,3348, \ 

Seconde sSne. — Eile se rapporte a ia mesure Ae rinclinaison de 
I'image extraordinaire de lafente verticale du collimateur. Le modede 
mesure k Taide duquel on Ta mesur^e etait assez grossier; mais c'etait ' 
la premiere fois que Tauteurrencon trait ce phenomfene d'une fagon si 
nette, et il avail plutdt en vue une mesure approximative qu'une de- 
termination soignee : cette observation est meme I'origine du present 
travail . 

On a trouv^i pour cette inclinaison, 

tang9; = 0,427, <f\ = 23«8'. 

Theoriquement on pent calculer cette inclinaison par la formule 

sin (A 4- D) 

tang 9, = — 2, — p5 

^^* cose cose' ' 

comme par symetrie e = e^= > la formule devient 

. A-i-D 

tangf, = — 2z,tang 



(*) Une autre s^rie, faite avee un prisme pr^sentant uue face de clivage et une bee arti- 
fideUe, a donn^, sous rincidence normale k la face naturelle, 

A=3a»5a'a7\ D^=a6*a6V, 0.= i9'»o'a7", 

d'oii I'on conclut 

/t^ = i,584a, 

«, = 1 , 3355. 
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Quant kzg, on le calcule d*aprfes la connaissance de i'angle co comme au 

n«50 : 

(' I 

tangGo' = — tangGo, -3» = — lang( w — w' ), 

d'oii 

9'. = 23«45'oo''. 

La difT^rence entre le calcul et I'observation n'est que de 0^37', ap- 
proximation tout k fait en rapport avec le mode d'observation. 



i< 
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I'lNTfiGRATION PAR LES SMiES 



DEL'£QUATION55--^^=r; 



Par M. bach, 

DOTBN HONORAIRB DB LA FAGULTlfc DBS SCIBNCBS DB NANCY. 



L'^quation difierentielle ci-dessus, qui D'est d'ailleurs qu'une trans- 
formation bien connue de r^quation deRiccati, a ete I'objet de tra- 
vaux nombreux dont il est inutile de retracer ici I'historique; mais 
je ne sache pas que les articles r^cents ins^r^s par M. Ga'yley et 
M. Glaisher dans le Philosophical Magazine (*) aient ^te reproduits 
dans une publication francaise; c'est dans ces deux articles que j'ai 
puis6 les elements de la pr^sente 6tude. 

L'article de M. Glaisher, en particulier» me parait renfermer des re- 
marques et des rapprochements curieux que je me propose de faire 
connaitre ici, tout en me permettant de changer Texposition et les no- 
tations adoptees par Tauteur. 

L'^quation 

etant lin^aire, il suffit d'en connaitre deux solutions j", et^a, et alors 
rint^grale g^nerale sera 



(' ) F'oir le Philosophical Magazine, num^ros de novembre 1869 et juin 187a. 
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Pour trouver ces deux solulions, posons 
d'oii 

dy _ ( dz\ 
dx \ dx] ' 

d}r / 7.dz d^z \ 

dx^ \ ^ dx dx^J ' 

et, si Ton substitue ces valeurs dans Tequation (i), on aura k verifier !a 
suivante : 

Cela pos^i ecrivoDs 

z = A-h A,a:-hA,a:'4- AtJ:*-f- . . -4- A/ar^-h A/4., j:'+» -h. . .. 

En calculant^) ^ etsubstituant dansr6quation(!i)9 qui doitdevenir 
uue identitei nous arriverons aux relations suivantes : 

(n — i) Ai -*- (n — I ) A = o, 
2(n — a) A,H-(n — 3)A,=:o, 
3(n — 3)A,-f-(n — 5) A,= o, 



I (/I— i) A,-f- (n — 21-f- 1) A,-, = o, 

(1 4- 1) (/I — I— i)A,-».i -l-(n — 21 — i)Ai=o, 



d'ou, en faisant A = i, 



. I n — I 

A, = ? 

I n — i 

^ _j_ (n— i)(yi— 3 )^ 
* 1.2 (n — I ) (1 — 2) 

A ^ I (n-i)(n-3)(n-5 )^ 

' 1,2.3 (n — I )(n— 2)(n — 3) 

• • > 

_ (— i)' (yi — 1) (n — 3) .. . (yi— 21 -4-1) 

1.2.3.1 (n — i)(n — 2)...(/i — i) 

_ ( — ly-^' (n--i)(yi — 3)... (n--2f — i) 
'■*"'" 1.2.3.(1-4-1) (/I— i)(n--2) ...(n — I — I) 
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Or, si /I = 21-h I, A|^.| sera nul et il ew sera de meme pour tous les 
coefficients suivants. 

Nous aurons done, en ayant egard a la valeur ci-dessus de /i, 



_ _ _ . (/i — i)(n — 3) x^ (n — i)(n — 3)(/i — 5) x^ 



I X 



{n — i)(n— 2) 1.2 (n — i)(/i— 2)(/i — 3j i.?..3 

^ . vV (/I — i)(n — 3) ...2 X « I 

^(n--i)(n —-?.).. . 1.2... ' I 



Si Ton pose ensuitey = e^z, et que Ton opfere comnie plus haul, on 
trouvera 



[n — I ( n — I ) ( n — 3 ) x^ 

/I — I (n — i)(n — 2) I. a 



( 



(/I — i)(/i — 3). ..2 .r* I 

n ■— i)(/i— 2) . . . 1.2.3... I j I 



L'int^grale generale 

y = 9*1 -f- cy,t 

sera done, dans le cas oil n est un nombre impair posilif, exprimable 
par des fonclions algebriques et exponentielles. 

Dans le cas oil n est un nombre n^gatif et egal a — (21 + i), il est 
^galement possible d'exprimer Tintegrale en fonctions algebriques et 
exponentielles. 

A cet effet on posera, apres avoir faity = e'z, 

calculant ensuite ^ et ^» on subslituera dans Tequation (2), qui 
aprbs la substitution doit devenir une identite, et Ton arrivera aux re- 

AnntiUt de V&cole NormaU. i* S^rie. Tome lU. 7 
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latioDs suivaDtes : 

(/I -+- 1) A, -h(n-»-i )A= o, 
2(n -f-2) Aj -f-(n-f3) A,= o, 
3(n -h3) A, -»- (n -h5) A,= o, 



i(n-hi) A« 4- (n-f- 2« — i) A« — i=o, 

(«-f-i) (n -h I -hi) A/+I -4-(n H- 21 -f-i) Ai = o, 



d'ouy en faisant A = i » 



. I /I -+- 1 

A, = 1 

I n-f-i 

. __ I (/i-n )(n-h 3) 
1 .2 (n -hi)(ii-t- a) 

A — - ' (/i-f-i)( n-h 3 ) (n-4-5) 
' ~ " i.2.3(/i-f.r)(n-4-2~)(n-h3)' 



A — ^— ^')' (n-f-i)(n4-3)...(n-h2f ~i) 
1. 2. 3... I (n -f-i)(n-H 2) . . . n 4-/ 

A — ( — 'V'"^' (n-4-i)(n-h3)...(/i-hai+i) 

'"*■'""" 1.2.3. .. (/-hi) (/l4-l)(/H-2). . . (/4-4-I -hi) ' 



Si /I = — (21 -h i), A,vi est nul, et il en sera de meme pour tons les 
coefBcients suivants. 

Nous aurons done, en ayant egard k la valeur ci-dessus de n^ una 
premiere integrate particuliere. 



rs^^"^ I I— 



f n-hi (n-hi) n-h3) x^ 

I n-f-i (n-h i) (n -h2) 1 .2 

~(«-H ) -| 

H_ (-. , fT ( n-hi)(n-4-3)...(^2) x ' I 

^»^.^^^_L.o^ (^ — ') . ^ o (-n~i) | 

(/H-l)(n-h2l... I .2.0. • . I 

^ 2 2 J 
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On trouvera de meme une seconde solutioD, 



(n-f-i)(n-»-3) x" 
^4 = j;-e— I I H X ' 



= x^e-'l I H 



(n-hi)(n-4-2) a. i 



^ (n-f-i)(n4'3)...(— 2) x « "I 

(n +1) (n + 2). . (JLzii 1.2.3. . . ^"^""'^ I 

2 2 J 



II ne faut pas perdre de vue que n doit dans ces formules etre rem- 
place par un nombre impair ndgatif. 
L'integrale generate sera, dans ce cas» 

Nous avons suppose, dans ce qui precede, que n etait un nombre 
impair positif ou negatif; mais la meme analyse s'applique evidem- 
ment au cas oil n est quelconque, pourvu qu'il ne soit pas un nombre 
pair positif ou negatif. On posera, comme plushaut, 

avec 

z = A -f- A, X -f- Aj^' + Aa^* -f- . . . , 

z n'etant plus ici un polyndme compose d'un nombre limite de termes, 
mais bien une serie illimilee dont la loi de formation est evidente; on 
trouve ainsi 

r n — I , (n — i)(/i— 3) x' (n — i)(n — 3Uw— 5) x* "1 

* L n — \ "^ (n — i) (/I— 2) 1.2 (/I— 1){/^— 2)(/i— 3) 1.2.3 '•"J 

et de noeme 

„ _ r n-i (n-i)(/t— 3) x^ (n— i )(n— 3)(n— 5) ^ ] 

^'--^^^L '»-• (/»-0(n-2) i.2"*"(/i~i)(ii— 2)(n— 3) 1.2.3 '^•••J' 



Posant ensuite 



z ■=z3^{k 4 kiX 4- Aia;'-h. . .)♦ 
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on obtiendra 

V->.«^ r, w + i (/ijj-i|Kn-|-3) X' (n-f-i)(n-h3)(n+5) ^« "I 

L /i-f-i (/i4-i)(n-*^2) i.a (n-4-i)(/i-f-2)(n-+-3) 1.2.3 J 

Y.=;c-e-»r.H-^^^-H;" + 'ii"-"^i^+ I 

De la, en apparence du inoins, quatre int^grales particuliferes de 
Tequation (2); il est a remarquer d'ailleurs queces integrates Y^ Ys« 
Y3, Y4, qui representent des series indeBniment prolongees, convien- 
nent, quand bien meme n serait un nombre impair positif ou negatif. 
II suflira d'avoir la precaution de faire disparaitre preatablement, dans 
les diflerents termes de ces series, les facteurs communs aux num^rateurs 
et aux denominateurs qui, en s'evanouissant, font prendre aux coeffi- 
cients de ces termes, a partir du rang d: /i + 1 , des valours illusoires. 

Les solutions parliculieres Y« et Y2» qui conviennent a tons les cas, 
sont donnees par des series illimitees et ^videmment conyergentes; 
mais si les solutions y^ etj^a, qui conviennent au cas special oil n est un 
impair positif, sont essentiellement differentes, il n'en est pas de meme 
des solutions Y| et Y2, qui sont egales entre elles, ainsi que nous aliens 
le demontrer. 

Le terme general de Texpression que Ton obtient en d^veloppant Y| 
en serie ordonnee, suivant les puissances ascendantes de n, par la for- 
mule de Maclaurin, est 



1 . 2 . 3 . . . ^ \ dxP J • 



et, puisque 



Y, — ^2, 






^^dx^ 1.2 dx'^' i;V3 rfx«"^' dxp] 



En se reportant k la valeur 

^_^ _w-M^_^ (n-^)(/i--3) X' (n-i;(/i— 3)(n-5) x' 



/I — I (/i--i)l/i — 2) 1.2 (/I — i)(/i--2)(/i — 3j 1.2.3 
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on trouvera, aprfes ud calcul des plus simples, 



(S)=<-)'[.-'-fe 



1.2.3 (n — i)(n~2) 
P(p--0(p~a) (n — i)(/i— 3)(n — 5) ^ 

1.2.3 (/l--l)(/l — 2)(ll— 3) 

_^ (n — i)(n — 3) . . . (/t~2p-4-i) "| 



Le coefficieat de x^ est done 



-i).r ' i?IZi I 

Li. 2. 3.../? I n — i 1.2.3. ..(/? — i 



4- 



) 
I (n— i)(n — 3) I 



i.a(ii — l)(ll 2) I .2.3. . . (/?~2) 



I (n — i)(/t— 3)...(n — 2 j?-hi) 

I .2.3. . . p ( 

ou encore 



-i)(/t— 3)...(n — 2j?4'i) '1 
n— i)(/i— 2)...(n— />) J 



(— i)/' r (/i— i)(/i— 2)...(n~p) ^ (n— 2) (n--3)...(yi— 7?) n — i 

|ll— l)(/l— 2)...(/l — />)L 1.2.3. ../I I .2.3. . .(|>--l) I 



(n— 3)(/i— 4)- • '(n—p) (n— i)(n— 3) 



I .2.3. . . (/y — 2) 1.2 

I .2.3. * . p J 

La quantite, entre crochets, que nous designerons par Cp, peut en- 
core itre ^crite 

n — I 

(n— i)(n— 2). . .(n— p) (n — 2) {n — 3). . .{fi—p) 2 

' 1.2.3. ./y 1.2.3. ..(/? — 1} 1 

^ (n-3)(„-4)...(n-;>)i~r") \~i ') ^,_ 

I .2.3. . .(^—-2) 1.2 

. (^)(^-)(^-)-(^-H ,. 

I .2.3 . . . ^ 
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OIj pose, coDsiderons rcspres§ion 



C — ' 



I— « » 

2 * * 



Cette expressioB, dereloppee par b fomile do iimbme^ doaae 



SB 



1 



I^ 



) =.- 



3V « — I 



— I ■ — I 



J»«= ' 2 ^ ' a 



1 — ■ 3 I — 



i.a 



3>r ■ 



I — 



1 5z:i«. (^^-.) 



I 3.3 



el 



1 — 



r — : 

1 ' = I 

I — « 



m — I 



— «•" — 2m 1-!- 



— I 



— I 



— 3«= I — 



1.3 



[— I ■— I .«— I 



— y«= I-*---' 






1.3-3 



Formons le lenne en •<' de ce d^rdopp^SinL Ce terse geoeral 



c 

1.3.3. .^ 



— ^ « — ? «— 3 . - . « — f « — I 

1.3-3 f — L 3 



— I 



— r 



* — > m—x 


. . «— T 


1.3.3. . 


f-^ 


«— 4 ■ — 5 


..-•-^ 



I . 3 



— : « — I 



— I 



->i ^ 



1.3.^... ^ — ? 



:-3.3 — 



^— ^ ^-^. '—- I 



OU C^K^. 
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Mais Cp u^ est le terme g^n^ral du d^veloppement en s^rie de 



«— 1 «— t 



Or le d^veloppemeat d'uDe pareille expression ne renferme que les 
puissances paires de u et, en supposant p un nombre pair, on aura 

I. a. 3.. . ^ 

Le coetBcient de x^ sera done finalemenl 

,-„? (^)(^-){^-')-{^-f-) 



(/I— -i)(n — 2). , ,(n--;>) 



2 



ou encore 

p 

[—if (n--i)(yi— 3)(n— 5). . .(n — 2p-f-i) 
2.4*6. . .p (n — i)(n — 2) (n — 3). . .(ii — />) 

ety donnant k/isuccessivement les valeurs de 2.4-6...,noustrouverons 
les coefficients des puissances paires de x^ et par suite 



Y ■^— I _ __^_ _^ j .«_»_^________ _____ __ __ _^_^^____^_^___^^.,^^____ . . 

»— 2 2 (/I 2)(n— 4M«*2' {^ — 2) (n— 4) ('^"-6) 1.2.3 2* 



... , 



s^rie convergente pour toutes les valeurs de a?, et qui ne contient que 
les puissances paires de cetle quantite; mais Y, se deduit de Y, par le 
changement de a? en — a? : il en resulte done que Y, = Y« . 
En suivant la meme marcbe que plus haut, on trouvera 



Y, = Y» = x» n h , r-— 

L n-^ik 2 (n-4-2)(n 



1 X* 



• 4 ) 1.22' 

(n -4-2) (114-4) (n-h6) i.2.32»"^*"J 



(*) D est & remarquer toutefois qae la valeur de Y^ ne derive pas de oelle de Y, par le 
changement de x en — x. 
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AvaDt dialler plus loin, nous ferons d'ailleurs observer que ces ya- 
leurs de Y« el de Y, sont precisement celles que Ton obtient quand 
on developpe les solutions de Tequation ( i ) en series de la fbrme 

En effet» nous avons 

^ = a(a — I) Ajc«-» -4- P(P- 1 )B^^' 4- y(y—i)Can-^-f- 4(4 — i)Djr*-»-4-... 

ety substituant dans Tequation (i), il vient 

a(a~n)Ax— »Vp(P — /i)Ba:^'-+-y(y— n)Ca?T-»-f.4{4 — n)Dar*-»-f-... 

— A;r* — Bj;P — Ca;T — = o. 

Faisons d'abord 

a = o, p = 2, y=4, 4=6; 

les conditions d'identite seront 











A-h3B(n- 


-2)_ 


o. 














B-4-4C(n- 


-4)- 


o. 








en 


faisant A 


= 1, 


C 4-6D(n- 


-6)- 


9 






et, 














B = 


I I 
n — 2 2 














• 


c- 


I 


1 
24' 










(n 2)(/i 4) 






qui 


donne 


D = 


I 






f 
2.4< 






(/I— 2)(/l- 


4)(«- 


-6) 


6' 


ce 


















r=« 


I 
n — 


t 




I 
I .2 


X* 
7} 






2 2 ' {n — i)( 


/1-4) 












I 




1 


X* 

.1 





(n — 2)(/i — 4;('* — 6) 1.2.3 2* ' * 
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Faisant ensuite 
les conditions d'identit^ seront 

A — 2{n-4-2)B = o, 
B— 4(n-f-4)C = o, 
C— 6(/i-4-6)D=o, 



et, prenant A = f9 

(n -h 2) 2 

(11 + 2) {n-f-4) 2.4' 

D^ I ]_ 

(n+2j (n-h4)(«-+-^) 2.4.6' 



ce qui donne 

[t X^ I I x^ 

(/i-f-2) 2 (n-h2)(n+4) "'2 21* 

'^(n-h2)(n-f-4)(n-|-6) 1.2.3 2« "^' -J— ^»- 

Puisque Y4 et Y, sont deux solutions de F^quation (i), Tintegrale 
generate de cette equation sera 

r=CY, -hC'Ya. 

Cette integrate convient encore quand n est un nombre impair, positif 
ou n^gatif. Or nousavons trouve, dans le cas de n impair positif, 

Nous allons montrer que cette integrate rentre dans le type 

Y = CY, +C'Y,. 

Amalet it VtcoU SormaU, a* SMt. Tome III. 8 



CofiSMieTou. es efiiH, b &frie doftaaat b nlUmr de T« : oa pest 
r«rirc 

V desifBMt le resolut que Toa oUsent es £usuit^ = Jt dass b sute 



-[ 



— I . '« — 3. ■ — 5, ..'« — rp — f X* 

m — I it — 2^ fl — 3^ — m — f 1.2.3.. .^ 

'« — I *m — 3 — '■ — ^p — I x^^ 

'm — I m — a^...'« — p — I 1.2-3... ^ — J 

• a — I a — 3; — m—^P'-Z x'** 

m — I, a — 2^ fl — ^ — 2; 1.2.3 ^— 2y 



] 



et en se rappelant qae /», qoe nous allow faire egal a a, est eaaeatielle- 
menl impair. 

Apris la soppreasioo des facteors cofaaiaas aox aoserateors et aox 
deaomioateors, Texpresnoa derieat 



[ 



'm — p — 2 '/m — p — 4 1 — *'• — '^f — ' 



'a — 2, (a — 4,- -•'■ — f"*"' 1.2-3...^ 

■m — p — 2 'm — p — 4 '■ — *^~'' 



:«~2 ;«— 4;...'« — ^ — I 1.2.3...^ — 

■ -a— ^ — 4:...^« — 2f — 3 



l« — 2;:a — 4^.. a — ^ — I 1.2-3... ^ — 2, 

— 2 :1a — 4;-'-;* — P — 5' i.2-3. .-;^ — 3 J 



et, si nous faisoos aclDellemeDt /» = a, on aora 

(-2)(-4).:-6)...(-a-n: J- 



r (~^)(~4)(-6)-->( 



2 ) 1.2.3. . .m 

(— 2);— 4----f~"-^"* —a— I -r-^ 

1.3.5 — (n — 2" — I) 1.2.3... a — 1 

(__4)(_-6).— a^i) ;— a— r — n— 3 j 



l.3.5...(ll — 2) • ( — 1^ I 2.3 -. H-r-2" 

(-4)(^6)(^a-n) :-i,^,)-.-«-3 '~a-5> x^ ^ 1 

1.3 5 — (a — 2) ( — 1;^— '3) 1-2.3 — ia-f-3) ' *J 
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ce qui peut s'ecrire 



,-i-2.4.6. . .(ii— I) - X" r n-hi a; (n-hi) (n -»- 3) ^r* 

f — I ) ■ — 3 — £ I I j 

^ ' 1.3.5.^. .(n — a) 1.2.3. . .n L n-hi i (/i-4-i) (n -h 2) i .a 

(n-hi)(n4-3)(/i-f-5) x^ 
(n-f-i) (/i-4-2)(ii4-3) 1.2.3 

ou bien encore 

w — I 

^ (1.3.5. ..n)» L '*-*-> (n-f-i ii-h2ji.2 ' 



■] 



et si nous posons 



n — \ 

. . • n 

^"■'^ (i.3.5...n)»-"^' 



nous aurons 
et par suite 

Y,=r.-AY.. 

En r^petant identiquement les memes calculs sur la s^rie qui donne Y^, 

nous trouverons 

Y,=^.-hAY4, 

et puisque 



il vient 



Yi — Yi, Y» — Y4, 



aA a 



La solution 



j = C.Y, + C'Y. 

devient, par consequent, 

r = 7 (r' -*-r') + ^ (r- - r>) = ^^r- -•- c'r>- 

Si n est impair negatif, la mdme analyse est applicable, et Ton aura 



Y. = ^,-AY., 

T. = r. + AY,; 



8. 
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la solution 



r=C.Y.-»-C'Y, 



deviendra, par consequent. 



r=c7, -+-c'74. 



M. Glaisher donne aussi les valeurs de j« et y^ developp^es en se- 
ries illimitees en s'appuyant sur les formules 



^^ •^'~i.3.5...(/i-2) \x dx) 



n-\ n—\ 

— > 



*^^ "^'^ 1. 3. 5. ..(/I — 2) \ar dx) x' 

qu'il a demontrees dans le Quarterly Journal of Mathemcuik. On pent 
les etablir comine il suit : les egaliles ci-dessous font d'ailleurs sufB- 
samment comprendre la notation 

/ijlVf! — 1 JL^^e'ix-^ — x-^) 
\xdx) X X dx X . 

/i dye I d I d e' _ q^-4_..q^-»N 

\:Er dxj X X dx X ax X ' 

/'l dye I d I d I d C . , ^ . r . i'.^^ 

\:Er dx I X x ax x ax x ax x ' 

Faisant successivement /i = 3, 5, 7 dans la formule (3) et ayant egard 
aux relations ecrites ci-dessus» nous trouvons 

(— 1)» ^ (i dye ^1 2 J7M 

1.3 \x dx I X \ 3 1 .2/ 

1.3.5 \xdx) X \ 5 1.2 5 1.2.3/ 
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Les seconds membres de ces egalites peuvent encore etre Merits 



r ( 5-1) (5-i)(5-3) x'l 
L' ~ (5=^ " ^ {5^)T5 ^^IT) 77^ J' 



«« I 



r, 7-'^ , (7-0(7- 3) JT' f7-»)(7-3)(7-S) ^ 1. 
L 7-' (7-')(7-2) 1.2 (7-i)(7-a)(7-3)i.2.3j' 

nous reconnaissons les valeurs dej^i repondant aux valeurs de 3, 5, 7, 
attributes a /i. II s'agit de montrerque la formule (3) estvraie pour 
toutes les valeurs impaires de n : nous avons 



r« 



,1 n — I _, fn — i) (n — 3). . .2 x* I 

= ^l I — -a; — ...i '-^ '- J—- — h 



et, si la formule (3) est exacte pour la valeur de n consider^e, nous 
auronSy en designant la valeur du d^veloppement par U«_ |, 



n— 1 

n — 1 



Quant au terme general de ce d6veIoppement, nous pouvons I'ecrire 
sous la forme 



n— 1 



avec 

' ^ ' (n — i;(ii — 2).. .(/I — ;>; i.2.3...;>' 

Le terme general de 



II-4-1 



c*est-a-dire celui qui en a /i avant lui, contiendra a? a la puissanct * 
— /I -h /> — 2, et s'obtiendra comme il suit. 
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Considerons Tensemble de deux termes consecutifs de U« __i » savoir : 

It — I 

(— i) • [i.3.5... {n~2)](Bp_,ar— +^' H-B^ar-^/'). 

Prenons la deriv^e par rapport k a? et divisoDs le resultat par x, 
nous trouveroDs pour le coefficient du terme general, ou de celui qui 
en a/>avant lui» 

ll-4-t 

(-i) « [i.3.5...(ii-2)]e'[-B^_.-f-(ii-p)B^], 

et remplaQant Bp^t et Bp par leurs valeurs 

(ii— i)fn-- 3)..yii— 2p-+-i)(ii— p) 1 "I 
(n— i)(/i— 2j...(ii— ^H-i)(ii--/>) 1.2. . ./>J 

La quantite entre parentheses se reduit a 

(n--i)fn — 3). . .(n — 2/^-4-3) / n— tip H-i \ i 

(ii— i)(ii — 2). . ,{n—2p -»- i) \ p /i.2.3...(p — i] 

(n — i) (/I— -3)... (n— 2^-4-3) i 

(n — i) (n — 2)...(ii — p-+-2) 1.2. 3... p 

nfn-f-Of/i—i). . .fn— 2p -1-3) i 



n{n-hi){n — i)...n—p-\-^ i.2.3.../>' 

le terme general de Un^i sera done de la forme 



(-.).(-,)V[,.3.k...(n-.)ln^ i"+'n"-')--/"-'^t.'> -^— , 
^ ' * ' *■ '' (in-i)ii (n—i). . .n—p -f-2 1.2.3. ../I 

qui se d^duit de U„_i par le changement de n en /i+ 2. L'^galite (3) 

est done vraie pour toutes les valeurs impaires de n^ puisqu'elle a ^t^ 
verifiee pour les valeurs 3, 5, 7 . . . . 

La formule qui donne y^ s'etablirait absolument de la meme ma- 
niere. 

Nous aliens actuellement former la valeur de j^i en nous appuyant 
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sur la relation (3) qui vient d'etre demontree; mais nous simplitierons 
considerablement les calculs au moyen de la remarque suivanle : 

Si, dans Texpression — i nous faisons x^ =: I, il vient 



et, diff^rentiantpar rapport a ^ 



e* 


e^' 




X 


y/'t 




ta^ 






d C dx 
dx X dt 


d 
dt 





Puisque, en vertu de la relation x^ =- /, on a 

dx I 

dt 1.x 

il vient 

I d e^_^ d_ e^ 
X dx X ~~ dt ^i 

Diff6reDtiant une seconde fois par rapport a /, nous avons 



^ 1 ^ «* rf^_ eft e^ 

dx X dx X dt " dt* j} 



remplagant -^ par sa valeur, on arrive, en emptoyant la notation ci- 

dessusy k la relation 

n d\' ^ ^ % ^^ 

\x dx) X '" dt* Jf 

et, en continuant ainsi, 



( 



X dx) X dt^ j~i 



/. dye-^^-^d-'e/' 

\x dx) X i^ yl~t 



-& 
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Cecte innsforniatioD etablie, ecrivoDS le developpemeDt de 



- 1.1 I. a. 3 1.2.3.1 

I 

I P-z I 

I • I'—..., 



1.2.3. ..2/1 1.2.3... 2/l-»-l 



II — 1 « I 1 .'~i 



el prenons les deriTees de Tordre de chacon des lermes / ', f. 

La deriTee du premier est 



I .2.3 2/» 

■ 

(2/>— I (2/1 — 3*. ..2/1 — n — 2'-f • 



I" t 



I .2.3. . .2/9 



m — t 
2 * 



Si Doos faisons successivement 



, n — I H —I ■ — 3 
/> = o, ly 2« i.. . . « • 



noos trouTeroDs 



pour p=-Ot 


^" 1.3.5... 11— 2} / '• 




2 « 


pour /I =: 1 . 


■ 

,4^ INC 1.3-5... 11 -4: /• 

1.2 — ' 

2 * 


pour p = 2 • 


c 

^' 1.3X1.3... m-~6 /"» 

1.2.3-4 •""' 

2 « 


pour p = 3, 


^i.3.5x 1-3... ■— 8 /*"* 
i.2.3.i.S.o '-*' 

2 « 
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n — i (n— 2) (w — 4)- • -3. 1 /"* 

pour;,= - .- , ..,.3.4...(„-0 ^' 

2 * 

/iH-i nf/i — 2) (n— 4)-"3 /* 

2 « 



pourp 



n-h3 (ii-f-2)ii(ii— 2). . .5 /* 



n — 1 



1 .2.3. . .(/i-h3) iL: 
^ 2 « 



n — 1 



La d^rivee de Tordre du terme ^ est 

2 

/^(/^-0(/^-2)...(/i- ^-pi-f-i) ,^ 

^ ' . / s 

1.2.3. . .2j9-f-l 



_ 2p(2p~2)(2p— 4)...(2p — n-l-3) ^- V 

I.2.3...(2J9-f-l) 



et si Ton fait successivement 



, n — 3 

/y = o, 1 , 2, 5 . . . 9 



l*expression s'annulerat et nous n'aurons de termes a considerer qu*a 



/* — »i 



partir de/j= • 



n— I (n — i)(n— 3). . .2 ^. 
pour />=——, on a -^>-. — ^^ /•, 



1 .2.0. . » ff> 



It -f- I (11-4- i) (n — i). . .4 

pourp = -^, on a -—^L^-^^-i, 

pour /> = J on a ^^, — V— r7 \^ ^ » 

"^ '^ 2 1. 2,3. . . (114-4) 



Cela pose, il est facile de former la valeur de j^i en nous reportaot a 

mnaUs de VEcoU NormaU, 9* Serle» Tome III. 9 
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la fonnole (3) et en faisant i=a^; on obtient, apres one redoction 
facile, 

IX* I X* I I X* I 



n — 2 a (n— a) (n— 4) *' '-^ (n— 2j(j»— 4)(*— ^) ** '•'•^ 



(n-a) (11-4;. ..3.1 ^ n-i 



(„_,)(«_ 4)... 3., (_,^ -*. n-^i 

3 ■ 1 .Sl» J. • « 



■ — I 



(—1) « njr-r IX' I X* I 

(i.3.5...ii)»L i»+' a (n + i)(n-4-a) 2» 1.2 



1 x« 1 1 

"^(«-hi;>-h2)(iH-3)2» 1.2.3"^ •J 



La premiere partie du deaxieme membre de T^lite ci-dessus est Y« ; 
la seconde est Y, multiplie par un coefficient que noos avons dejk ren- 
contre plus haut et que nous avons designe par A . U Tient par conse- 
quent 

ct de meme 

r« = Y.--AY„ 

ce qui est confonne aux resullats trouvfe plus haut. 

Nous venous de considerer le cas oil n est un nombre impair positif ; 
s*y etait impair negalif, on partirait desTaleursde^, etde^4 que Ton 
itablirait facilement, comme ila ete fail ci-dessus.Ces valeurs sont 

^' i.3.5...(-ii-!i) V^rrfr/ x* 

1.3.5. ..( — m — a \xdr} x' 

formules dans lesquelles m doit etre rempliee par on BomlNre impair 
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D^gatif, et Ton arriverait aux relations 

^, = Y,4-AY., 
r4 = Y,-AY„ 

ce qui est ^galement conforme auxr^sultats trouv^s plus haul. 



De Viquation de RiccatL 
L'^quation de Riccati est, comme on sait, de la forme 



en posant 



elle se transforme en 



dz 

^ +j8» = /»f->; 



I dr 



(5) W^r'""''' 



Si nous faisons actuellement 

1 

fl = - el x=ni''9 
' n 

nous aurons 

dy dy dx dy ^-1 
di dx at dx 



dt* dx* 



ii-H^-- 



D^s lors Tequation (5) devient, aprbs une reduction facile, 

d^y It— I dy 

dx^ X dx ^* 

Elle admet les solutions ji,js» exprimables en fonctions alg^briques 
et exponentielles dans le cas oil n est un nombre impair positif, et les 
solutions j^, etj^4 quand n estun nombre impair negatif. 
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Des lors rcquation ' S admelln let solations 

^— e' li — ^ «» ^ ^ rt 

expressioiis qui sont tenniDecs qoand ^ esl de b forme .__ - i £UDt 
suppose enlier positif. Elle admettn Ics solatioos 

L f «->. »»-'. .»f .»*-». J 

Icsquelles seront egalement des expressions tenniiiees s»q = ■■ — • 

Telles soDt Its formoles donnecs par M. Cajler dans le PUkaopkkal 
Magazime de noTembre id6d. 

QduiI a TiDtegnle dereqoalion de Riceati. on PoblieDt facilement; 
elle est en effet 

dir ^ . rfr-. dr dr^ 

expression qui ne renferme qn'one seale eonstante arlMtraire. 
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AU CONTACT DE DEUX LIQUIDES> 



Par M. J. MOUTIER. 



Deux theories bien distiacles ont et^ proposees pour expliquer les 
phenom^nes capillaires. Dans la premiere, on admet que les liquides 
sont enveloppes d*unesorte de membrane elastique, qui ofTre une ten- 
sion constante en tous les points de sa surface. C*est en suivant cet 
ordrc d'id^es que Young a obtenu pour la premiere fois I'equation 
de la surface capillaire; depuis de nombreux travaux ont remis en 
lumiere la notion de la tension superficielle des liquides, des expe- 
riences interessantes ont ^te imagin^es pour d^monlrer Texistence de 
cette tension superficielle. 

La theorie de Laplace fait dependre les phenombnes capillaires de 
Texistence de forces qui varient avec la distance, suivant une loi in- 
connue, et deviennent insensiblesa une distance sensible. Les r^sultats 
obtenus par Laplace ont &le retrouves par Gauss au moyen d'une m^- 
tbode plus directe, qui fait disparaitre plusieurs objections ^lev^es 
centre les raisonnements de Laplace. La methode de Gauss, on le sait, 
consiste k exprimer que la somme des travaux virtuels de toutes les 
forces qui sollicitent le syst^me en ^quilibre est nulle. Cette somme 
est la variation totale d*une fonction 12, laquelle, pour Tequilibre, doit 
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etre un maximum. La recherche de ce maximum a ete considerable- 
ment simplifiee par M. Bertrand (*) au moyen de considerations g^o- 
metriques, qui rendent facile I'application de la theorie de Gauss. 

J'ai montre» dans un autre travail ('), que cette theorie rend ais^- 
ment compte des experiences sur lesquelles on a cru devoir fonder 
Texistence de la tension superficiclle des liquides; toutefoisune ob- 
jection grave, si elle est exacte, a ete soulevee contre la theorie de 
Gauss. 

c Si a la surface du menisque, dans le tube capillaire, on fait arriver 
une petite quantite d*un autre liquide» celui-ci sesubstitue quelquefois 
au liquide inferieur, mouillc le tube k sa place et forme un nouveau 
menisque capable de soutenir un poids determine. De Ik une variation 
dans la hauteur du liquide soulev^. C'est ce qu'ont vu Young, en fai- 
sant arriver un peu d*huile dans le tube capillaire, et Quincke^ dans le 
cas de I'alcool et de Teau, ou de Tessence de t^r^benthine et de Thuile 
d*olive. Dans ces deux derniers cas, les liquides employes etant mis- 
cibles Tun a Tautre, il n*y a pas, comme dans I'experience de Young, 
deux menisques superposes; il n'y en a qu'un qui est celui du liquide 
sup^rieur, et le poids du liquide souleve est exactement celui que 
comporte la tension superficiclle de ce liquide ('). 

» La theorie de Gauss conduit k admettre que, si plusieurs liquides 
sont superposes dans un meme tube capillaire, la somme des poids des 
liquides souleves ne depend que de la nature du tube et de celle du 
liquide inferieur. Elle est done, au moins sur ce point, en contradic- 
tion avec Texperience {*). » 

J'ai ete conduit^ d*apr^s cela, a reprendre Tetude des liquides su- 
perposes dans un tube capillaire. Ce Memoire estdivis^ en trois parties : 
j'indiquerai d'abord une mcthode rapidc pour former la fonction £2, 
j'examinerai ensuite les liquides superposes dans un tube capillaire et, 
enfin, je chercherai Texplication de certains phenomenes observes au 
contact de deux liquides. 



(') Journal de Matliematiques pares et appliquees^ t. XIII, p. i85. 
(') Journal tie Phjrsique tlieorique et appUquee, t. I, p. 98; t. II, p. 27. 
(') DucLAUX, Theorie ^i^mentaire de la capillarity , p. 9. 
(^) Loe, cit.j p. 3. 
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I. Consid^rons un liquide contenu dans un vase dont la forme est 
d*ailleurs laissee arbitraire. Designons par m» m\... les masses des 
divers elements du liquide, par M, M\... les masses des divers ele- 
ments de la parol, par z la distance de Tel^ment liquide m a un plan 
horizontal arbitraire situe au-dessous du liquide. La force attractive 
qui agit entre deux Elements liquides m, m\ situes k la distance r, pent 
se repr^senter par mm'f[r)\ la force attractive qui agit entre I'ele- 
ment liquide m et T^l^menl de parol M, situes k la distance R, pent se 
representerparmMF(R). 

Supposons que le liquide eprouve un changement quelconque et es- 
timons la somme des travaux virtuels relatifs au d^placement de Tele- 
ment liquide m : 

i^ Si Ton appelle z-^dz\^ nouvelle ordonnee de Telement m, g 
I'acceleration due a la pesanteur, le travail virtuel de la pesanteur est 

— mgdz. 

n^ La distance de T^lement m a Telement m' devient r 4- rfr, la 
force attractive qui agit entre ces deux elements effectue un travail 

— mm! f{r)dr. La somme des travaux virtuels qui proviennent des 
attractions du liquide sur Telemenl m est la somme des quantites ana- 
logues, etendue a tout le liquide. 

3^ La distance de I'^lement liquide m a I'^lement de parol M devient 
R H' ^; la force attractive, qui agit entre ces deux elements, eflectue 
un travail — mMF(R) ^R. La somme des travaux virtuels qui provien- 
nent des attractions de la parol sur I'element /n est la somme des quan- 
tites analogues Etendue a toute la parol. 

AppeloDS p la density du liquide, p' la densite de la parol, dv le vo- 
lume de Telement m, dY le volume de Telemeat M, 

la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent sur m 
est done 

— gpdvdz-p'dv Cdv' f( r) dr — pp' dv CdyF{Ii)dR. 

Si Ton designe par (p(r) et par ^(R) des fonctions de r et de R telles 
que les deriv^es de ces fonctions, par rapport k r et R, soient egales 
aux fonctions/(r) et F(R) changees de signe, 

/(r) = ^9'(r), F(R)=-<1^(R), 
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on peut consid^rer la somine prSc^dente comme la variation de la 
fonctioD 

— gpzdif-^pi^dv I dv'(f(r) -h pp' du /rfV$(R). 

Si Ton repute le online raisonnement pour tous les ^I^meots du li- 
quide, et si Ton remarque que le travail virtuel correspondant au d^ 
placement de deux elements m et m' aura ete compte deux fois, on voit 
aisement que la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui 
agissent sur le liquide est la variation de la fonction 

(i) Q = ^gp jzdv 4--P' i jdvdv'(f{r)'^pp' j idVdv^R. 

Posonst pourabr^ger, 

(2) i2=-~^p( rj8rf(/~s-2S'V 

Gauss a indique un mode de reduction des integrales sextuples» S et 
S% independant de toute hypothese sur la nature des forces/(r)et 
F(R), puis il a suppose dans le r^sultat final que les forces cessent 
d'etre sensibles a partir d'une distance tr^s-petite ; on obtient le meme 
resultat, d'une jnani^re plus rapide, en introduisant imm^diatement 
cette derni^re hypothese. 

1^ Appelons X la distance limite a laquelle deux elements liquides 
cessent d'agir» ou le rayon d'activit^ mol^culaire propre au liquide, et 
negligeons tout d*abord les termes de Tintegrale S qui se rapportent a 
deux elements situes a une distance sup^rieure k X. 

Soient u Taire de la surface libre du liquide, i Taire de la surface 
du liquide en contact avec la paroi. Imaginons, en tous les points des 
deux surfaces u et t^ des normales h. ces surfaces; prenons sur toutes 
ces normales, k partir des surfaces et du cdte du liquide, one lon- 
gueur X; les extremites de ces normales ferment une surface qui de- 
compose le volume i^ du liquide en deux parties. Tune interieure, dont 
le volume est (^o Tautre exterieure, dont le volume estt^a. 
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CoDsiderons d^abord un ^I^mentm du volume iDterieur (>| ; le point m 
est a une distance dc la surface exterieure du liquide sup^rieure ^ X, 
de sorte que la sphere decrite de m comme centre avec le rayon X est 
entibrement situee k I'interieur du liquide. La portion de Tintegrale S 
relative au point m est evidemment proportionnelle a di^ et peut se re- 
presenter par Kdif, de sorte que la portion de S relative au volume v^ 
estKf'i. 

Consid^rons ensuite un element mdu volume exterieur f^^; le point m 
est k une distance de la surface exterieure du liquide inferieure a X, 
de sorte que la sphere decrite de m comme centre avec le rayon X est 
en partie exterieure au liquide. La portion de TintegraleS relative au 
point m est alors egale a Kdi^, diminue d'une certaine quantite iidv, 
provenantdu segment spherique exterieur au liquide, en le supposant 
rempli du liquide lui-meme. 

Imaginons sur la surface exterieure du liquide un Element superfi- 
ciel co; circonscrivons a cet element un cylindre normal a la surface 
exterieure du liquide, et menons deux plans perpendiculaires aux ge- 
neratrices du cylindre, a des distances de la surface exterieure x et 
x-hda^i ces plans decoupent dans le cylindre un element de volume 
a>£2r et la portion de S relative k cet element est 

(K — yL)(adx, 

Pour le cylindre circonscrit a Telement o et compris dans le vo- 
lume i^29 Id somme des termes analogues est 



6d 



(^^-rH' 



or la derniere integrale est une quantite constante que nous repre- 
senterons par a^, 

de sorte que la portion de S relative au volume exterieur f^s est 

Annates de l'£coie Normale. %• Sdrie. Tome HI. !• 
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En reunissant cette expression k la portion de S relative au volume 
interieur (^u 

Pour former cette valeur de S, on a neglige les termes de Tint^grale 
qui se rapportenta deux Elements situes k une distance superieure a X. 
Pour deux ^l^ments places dans cette condition, /(r) =z o par hypo- 
these; par suite ?'(r)= o et (p{r) devient constant, de sorte que la 
consideration de pareils Elements a uniquement pour efiet d*introduire 
dans la valeur de S un terme nouveau qui ne depend que du volume v; 
par suite, si Ton designe pare une constante qui depende uniquement 
du volume du liquide, la valeur de S pent s'^crire d^finitivement 

2^ L'expression de S' se d^duit immediatement de ce qui precede. 
En efiet, designons par X' la distance limite a laquelle deux Elements, 
Tun liquide et Tautre solide, cessent d'agir mutuellement» et n^gli- 
geons tout d*abord les termes de Tintegrale S' qui se rapportent k deux 
elements situes a une distance superieure a X'. 

Considerons un element co situe sur la surface t; circonscrivons k cet 
Element un cylindre normal k la surface et menons du cdt6 du liquide 
deux plans perpendiculaires aux generatrices du cylindre a des dis- 
tances X elx-^-doo de\sL surface : ces plans decoupent dans le cylindre 
un volume (judxet la portion de S', relative a cet element de volume, 
pent se representor par ii'tjudx^ en designant par fx' une quantity ana- 
logue a fx. 

Pour tons les elements du cylindre considere, la portion correspon- 
dante deS'est 



Xfifdx, 
_ 






et si Ton pose, comme prec^demment, 






la portion de S' qui correspond a la surface t a pour expression S^i. 
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De meme 

(4) a =C.- ff p.[ J^^rfi'.-h («; - 26J) /.4- aj ii.-h(aj -y!)i]- 

II existe entre les deux constantes y* el 7^ une relation fort simple ; 
en eflet 

done 

Nous designerons, pour abreger, par Le le liquide auqoel se rap- 
porte flet pstr L4 le liquide auquel se rapporte ii^. 

II. Supposonsque le liquide L| soitcontenu dans un vase oil plonge 
un tube capillaire, et supposons que Ton depose le liquide Le au-des- 
sus du menisque forme par le premier liquide L«. II est facile de de- 
terminer la surface terminate du liquide Le^ Tangle de raccordement 
de cette surface avec la paroi et le volume liquide soulev^ dans le tube 
capillaire, en appliquant la methode fort simple indiquee par M. Ber- 
trand. 

Equation de la surface ierminale. — Pour trouver Tequation de la 
surface capillaire terminate, il suffit de supposer que cette surface 
eprouve seule une modification, en conservant le meme contour. Alors 
la variation de il se compose uniquement de la variation de 



— gpl j zdv '}- a^uj 



Considerons sur la surface u un element superficiel o limite par 
quatre lignes de courbure : soient o)' Telement correspondant sur la 
nouvelle surface infiniment voisine de u; £ la portion infiniment petite 
de la normalc a la surface u comprise entre les deux surfaces; R et R' 
les rayons de courbure principaux au point considere de la surface u. 
Supposons, pour fixer les idees, la surface u concave et admettons 
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qu'au point coDsid^r^ le liquide s'^l^ve^ par le fait du d^placement 
virtu el. 

D*apres un th^orfame demontre par M. Bertrand dans son M^moire 
sur les surfaces isothermes orthogonales, 

\K K') 

Si Ton pose on = dv, la variation de il a poor valear 

(5, dil=-g,f[.-a\l^i)]d.. 

Mais le volume du liquide restant le meme, la somme des travaux 
virtuels s'annule si Ton pose 

(6) ,_,.(^ + J,)=X, 

en d^signant par X une constaote qui depend de la position du plan 
horizontal arbitraire k partir duquel on compte Tordonn^e z : nous 
supposerons que ce plan coincide avec la surface libre du liquide dans 
le vase et que les ordonn^es soient compteesposilivement au-dessus de 
ce plan. 

Angle de raccordement . — Pour trouver Tangle de raccordement de 
la surface avec la paroi, il sufBt de supposer que le liquide terminal 
gprouve, comme prec^demment, une modification, sans conservertou- 
tefois le meme contour le long du tube. 

Designons par u' la nouvelle surface terminale du liquide; Elevens 
en tous les points du contour primitif de la surface u des normales k 
cette surface et designons, pour abr^ger, par S la surface d^termin^e 
par ces normales. L'intervalle compris entre les deux surfaces u, u' et 
la paroi du tube peut alors se decomposer en deux parties, Tune com- 
prise entre u, u'etS, Tautre comprise entre u\ S et la paroi du tube. 

Considerons la premiere partie : en conservant les notations pr^^- 
dentes, la variation de il qui correspond a cette partie du liquide est 
donn^e par la relation (5); mais, d'apr^s I'equation de la surface capil- 
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Uir^ (6 ^ cette varialion est nulle. II soffit done d'examiDer la Yiria- 
tion de 11 qoi correspond a la seconde partie do liqaide. 

CoQsid^DS «ur le contour de la surface u un element rectiligoe d$ : 
designons par e la portion infiniment petite de la normale menee par 
un point de cet element a la surface u et limitee a la surface u"; desi* 
gnon$ par i Tangle sous lequel le liquide coupe la paroi. 

1^ A Telement ds correspond un accroissement de la surface libre 
c^ooti. 

:2* A Telement ds correspond un accroissement de la surface I egal 



>int 



.^ Au meme element ds correspond un accroissement do Tolome 
Jo liquide eftal i -e'dlfcoti. La Tariation de O qui correspond ao 
chan^ment de forme du liquide est finalemeni 

>i Ton remarqoe que Tepaisseor e est infinimeot petite eC que dQ 
doit s^aoBoler. qoel qoe soit c. on troore poor ^aleor de Tangle de 
raoci^nkmeot 



cos; = 



laJbaar JEfwCf AwfoV. — Pour crxnw rexproBioa da Tohme 
liqohie $MleTe dans oo take criindriqoe Teftkal a scetMs eircBlaire, 
csskOsidervMis un element u de la scrfftce m. limite f^r qoaire lig«es de 
ix^rkon^: appek^ns ; IVniv'^EM^ nTon pMot de TeicmMMt li. s Tangle 
qoe bit la nofmale a Telemeot avw U vt-nkale. 

Le Y^ooie liquide sooleve diss le tsW a x JeasK At la ssrfKe fibre 

dans le ini^ e$t 

V — i jij r«tf=* 

lNM|rt»>tts one sev>>ade <artKe. .^ieenoie <a pritwfgaM Ics ■•r- 
Walesa U soHbof » d^ooe iO«f«eor ui&LjM&s f^se £. Aiigcc 4o cole 
do liqoi de : de$ifOvMfe$ par n L'eMMfu iie b 
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pondant a d). D*aprbs le th^oreme cit^ de M. Bertrand, 



"'="■+- "'(i+i)' 



mais, en tenant compte de Tequation de la surface capillaire (6), 



a" 



wz = — (&)' — «) -f- wX, 



e 



et pir suite 



a} 



\= ~ (2c.)'cos9 — 2c.)Cos9)-f-X2wcos9. 



Or 2ot)COS9 et 2ot)'cos(p sont les projections horizontales de ia sur- 
face u et de la surface infiniment voisine; leur difference est la projec- 
tion horizontale de la zone determin^e par les normales de longueur 
infiniment pelite €, menecs suivant le contour de la surface terminale. 
La projection horizontale de cette zone a pour valeur Lscosi, en ap- 
pelant Lie contour de la surface terminale ou la circonference du tube. 
Si Ton designe par B la base du tube, on a finalement 

(7) V = a»Lcosi + BX. 

Determination de la constante X. — L'equation de la surface capil- 
laire, la valeur de Tangle de raccordement et Texpression du volume 
liquide souleve s'appliquent ^galement dans le cas d'un seul liquide. 
Dans ce cas, la constante X se determine par cette consideration : si le 
tube est suffisamment large, la surface terminale du liquide dans le 
tube est plane a une distance suffisante de la paroi du tube^ et de plus 
cette surface est sur le prolongement de la surface libre du liquide 
dans le vase, 

^ -f- g7 = o, z = O, A = o. 

Dans le cas de deux liquides superposes, la constante X se determine 
d*une manibre analogue. 

Soient MN la surface libre du liquide contenu dans le vase; AB la 
surface terminale du liquide contenu dans le tube capillaire; CD la sur- 
face de separation des deux liquides dans le tube capillaire ; nous sup- 
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poserons cette surface CD placee au-dessous de MN. Designons par h la 
distance moyenne des points de la surface CD au plan horizontal MN, de 
sorte que le volume du liquide contenu dans la portion du tube situee 
au-dessous de MN soit £gal k Bh. 

Supposons que le tube s*elargisse et que le rayon dcTienne assez 
grand pour que les deux surfaces AB et CD deviennent planes dans 
leur partie moyenne, a une distance suftisante de la paroi du tube, la 
hauteur A restant la meme. L*ordonnee d*un point de la region plane 
de AB devient, d*apres Fequation (6), egale a X; d*ailleurs les hauteurs 
des deux liquides au-dessus de leur surface de separation CD sent in- 
versement proporlionnelles a leurs densites 

{>.-t-A)p = /lp., 



5,-0 



L*ordonnee de la surface capillaire et le Tolume liquide souleve ont 
alors pour expressions 

• I * * V ,0.-5 



V = a*Lcosi-^B/l 



5. — 



Ces resultats peuvent s*exprimer d*une maniere fort simple. Menons 
k Tinterieur du tube un plan horizontal EF a la distance X aa-dessus 
du plan horizontal MN. 

i^ Si Ton compte Tordonnee de la surface capillaire AB a partir do 

plan horizontal EF, cette ordonnee a la meme yaleor ^ ( -g^ ~^ J^j 

que si le tube capillaire plongeait dans un liquide unique, tel que EF 
fAt la surface libre du liquide dans la cuve. 

a^ Lo volume liquide ABEF a la meme valear s'L cosi que si le tube 
plongeait dans un liquide unique. 

Consequences. — Un autre cas a considerer est celai oil le niTeto du 
liquide CD est plus eleve dans le tube que dans la cove. 
Si Ton designo alors par A la hauteur moyenne do liquide inferieur 
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soulevd au-dessus de la surface MN de ce liquide dans la cuvCt les for- 
mules precedentes sont immediatement applicables en changeant le 
signe de h^ 

V=:a«Lcosi-BA£!-=l£. 

P 

Cette derni^re relation pent s*£crire 

Sous cette forme, on voit que la somme des poids des deux Uquides 
soulevis dans le tube capillaire est constante et egale au poids du liquide 
soulevi dans le tube capillaire^ lorsque ce tube plonge dans un vase qui ne 
renferme que le liquide superieur; resultat conforme aux experiences 
cities plus haut. 

Cette proposition renferme plusieurs consequences : 

i^ Lorsque la temperature d'un liquide soulevd dans un tube capil- 
laire n*est pas uniforme dans toute I'etendue de la colonne, on pent con- 
sid^rer la colonne soulevee comme etant formee de plusieurs liquides, 
et, dans ce cas, le poids total du liquide soulev^ dans le tube ne de- 
pend que de la temperature au sommet de la colonne liquide. 

Ce resultat est d'accord avec les experiences de M. Wolf (*). Dans 
les recherches relatives k Tinfluence de la temperature sur les ph^no- 
mfenes capillaires, M. Wolf cite les experiences suivantes : 

Si Ton chauffe la portion moyenne de la colonne liquide soulev6e 
dans un tube capillaire, on observe immediatement une ascension du 
m6nisque. Cette ascension est k peu prfes egale k celle qui resulterait 
de la dilatation de la portion de colonne echaufTee. 

Si Ton refroidit, au contraire^ une portion de la colonne liquide sou- 
levee, le m^nisque s*abaisse* 

n^ Si Ton considere une colonne liquide soulevee dans un tube ca* 
pillaire et rcnfermant des bulles d*air a Tinterieur, le poids de la 
colonne liquide soulevee est constant et independant du nomhre et du 



(*) Annates de Chimie et de Phjrsique, 3* s^rie, t. XUX, p. a43. 

AnnaUt de I'tcole Normale, a* S4rie. Tome III. II 
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volume des bulles d'air. Ce r^sultat avaitdeja 6i& indiqu£» au moyen 
d'autres coDsideralions, par M. Bertrand, comme une consequence de 
la th^orie de Gauss. 

IIL L'attention des physiciens est dirigee, depuis quelques ann^eSt 
vers r^tude de nombreux ph^nomfenes observes au contact de deux 
liquides difTcrents et lies d'une maniere intime aux forces capillaires. 
M. Van der Mensbrugghe, dans deux M^moires remarqu^s ( * )» a re- 
sume Tensemble de ces ph^nombnes; il a fait connaitre un grand 
nombre de faits nouveaux et interessants, et de plus il a propose des 
explications fondees sur Texistence de la tension superBcielle des 
liquides. 

La theorie de Gauss conduit d*une manifere directe k rexplication de 
ce genre de ph^nomenes. Dans le cas de deux liquides, la fonction fl 
est la somme des fonctions Ho et Hi relatives aux deux liquides, 

Si Ton pose, pour abreger. 

Si Ton d^signe par i et i, les angles de raccordement des deux li- 
quides avec la paroi solide, par dm la masse d*un element liquide,rex- 
pression g^nerale de CI devient, d'apres les relations (3) et (4)f 



12 



= C — r j zdm~Ft cost -hFu-h (F-hF, — 26)5 — F,/,cosi, 4-F,ii,l 



La fonction il, pour I'equilibre, doit etre un maximum ; par conse- 
quent la quantile contenue dans la parenthese doit etre un minimum. 
La recberche de ce minimum est un probleme, en general, tr^s-com- 



( ' ) Sur la tension superficielle des Uqtudes considdr^e au point de vue de certains maupt^ 
mcnts obsen^s a leur surface (Memoires couronnds ct Memmresdes sapants Strangers , pu- 
bliespar I'Jcaddmie rojrale de Beigique, t. XXXI V, 1869; t. XXXVU, 1873). 
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plexe, dont la solution varie avec chaque cas particulier; nous exami- 
oerons quelques exemples. 

a. Considerons une lame mince constituce par deux liquides di(fi6- 
rents L et L| ; le liquide L s'appuie sur un contour plan horizontal et 
le liquide L| forme une lame mince k I'interieur du premier liquide. 

D^signons par U la surface totale de la lame liquide, u + U| = U. La 

surface U conserve une valeur constante, le terme jzdm ne varie pas, 

t reste constant^ /« = o, la surface s est negligeable devant U : alors la 

quantUe 

Ftt -f-F,(U~«) 

doit Stre minimum ; par suite 

(F~F»)tt 

doit Stre un minimum. 

|0 F>Fi; ttest minimum. 

^o F <F| ; nest maximum. 

Ainsi la surface de la lame doit s'^tendre du cote du liquide pour 
lequel la constante F ou F| a la plus petite valeur. 

b. Supposons que le liquide L, soit 6tal^ en couche mince k la sur- 
face du liquide L. 

Le terme / zdm ne varie pas sensiblement, t reste constant, /, --o, 

la surface 5 pent etre regardee comme sensiblement egale a u,, etsi 
Ton designe, comme prec^demment, par U la somme u +ao qui reste 
d'ailleurs constante, on voitque, pour I'equilibre, la quantite 

(F,-G)ii. 

doit 6tre un minimum. 

1^ F,>6; 1^4 est minimum, le liquide L« forme alors une goutte 
circulaire. 

2^ F| <6; II, est maximum, le liquide L| s'etale a la surface du 
liquide L. 

c. Considerons enfin une goutte d'un liquide L| depos^e a I'interieur 
d'un liquide L de memo densite. 



1 f . 
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Le termc izdm ne varie pas, i reste constant , /, =o, a rcste con- 
stant, ii« = o; pour requilibre, la quantite 

(F-hF.-2G)* 

doit etre un minimum. 

i^ F-T-F| < 26; 5 est maximum, Tequilibre est impossible (•). 

a^ F-+-F| > 2G; s est minimum, la goutte est sphirique; c'est le 
cas des experiences celebres de M. Plateau. 

d. On peutdeduire de la valeur de 12 (p. 8:1) Tequation de la sur- 
face de separation de deux liquides superposes dans un tube capil- 
laire (*). 

II suffit de supposer que cette surface eprouve seule une modifica- 
tion en conservant le meroe contour. Considerons sur la surface 1 un 
element superficiel co liroite par quatre lignes de courbure : soient o' 
Telement correspondant sur la nouvelle surface infiniment Toisine de^; 
£ la portion iofiniroent petite de la normale a la surface s comprise 
entre les deux surfaces; R et R' les rayons de courbure principauxau 
point considere de la surface s. Supposons, pour fixer les idees, la sur- 
face s concave, et admettons qu*au point considere le liquide 8*6leT6 
par le fait du deplacement virtuel. 

Si Ton pose co£ = cA*, on a, d*apres le theoreme cite (p. 77}, 

En designant toujours par p^ et s les densites des liquides inferieur 
ot suporieur, la variation du terme | zdm qui correspond a I'element 



(*) Ce n^tsultat a 6te iodiqut^ deja par Athazuise Dopre aa moym dantres 
La itifffishm a lira t.yutrs icsfiis que /tf/.vrr de rrjju:^ dtt dtuxflaidts Vmm opee Vemirt 
surfHLise in nhirenne anlhturiivfut de !eurf /.rvi-f de nrsjurm respeetkes ( Tk^orie meea- 
niifur dc /«i Chidcur^ p. ^7^ . 

(') Cotte question ct lasuivjnto oQt ete de.j iriiu^ f«i«r M. Quet daas le cars d*iiD liquide 
innUonu dans un tube capillairv ot soumis a rav:;ioa oe h ^a{«ar qui! di^^tge {Jtappart smr 
ies fnxtgrrs Ue Ai ii^^iirrlc, p. 271 . 
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de volume dv est g (pi — ^) zdv. D'ailleurs les surfaces /» u^ i| , U| res- 
tent invariables; par suite, la variation de 12» qui correspond a la mo- 
dification precedente, est 

c/Q = - J[ff (p. - P) ^ - (F + F. - aG) (i H- ^,)] d,. 

Mais le volume reste le mSme; cette somme s'annule, si Ton pose 



z 



_ F + F,-o.G /. i\ , , 



en d^signant parXi une constante dont la valeur depend dela position 
du plan horizontal arbitraire k partir duquel on compte positivement 
les valeurs de z\ nous supposerons comme precedemment que ce plan 
coincide avcc la surface libre du liquide dans le vase. 

Si Ton suppose que la surface de separation dcs deux liquides soit 
situee au-dessus de la surface libre du liquide dans le vase, la con- 
stante X| est determinec par la condition que la somme des poids des 
liquides soulev^s au-dessus de la surface libre dans le vase soit 6gale 
au poids du liquide superieur qui serait souleve dans le mSmc tube 
plongeant dans ce liquide. 

Le volume du liquide inferieur souleve au-dessus du vase est (p. 79) 

aj Lcosi' -4-BX,, 

en d^signant par i Tangle de raccordement du liquide inferieur avec 
la paroi. En appelant/) le poids du liquide superieur, on doit avoir 

gp, (aj Lcosi'-+-BX,)-Hp = g'pa'Lcosi\ 

e. L'angle de raccordement i' du liquide inferieur avec la paroi se 
determine par des considerations analogues aux prec^dcntes (p. 77). 

II suffit de supposer que la surface de separation ^prouve une modi- 
fication sans conserver le meme contour le long du tube. D^signons 
par/ la nouvelle surface de separation dcs deux liquides; elevens en 
tons les points du contour primitif de la surface s des normales a cette 
surface et designons, pour abr^ger, par S la surface determinee par ces 
normales. L*intervalle compris entre les deux surfaces s^ i et la paroi 



^ 
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du tube peut alors se decomposer en deux parlies, rune compriw entre 
5. $' et S, Tautre coinprise enfre/, S et la paroi du tube. 

CoDsideroDs la premiere partie: la variation de fi, qui lui corres- 
pond, est nulle d*apres I'equatioQ de la surface de separation des deux 
liquides. 

Considerons ensuite sur le contour de la surface s un element recti- 
ligne J?; designons par e la portion infiniment petite de la normale 
menee par un point de cet element a la surface s et limitee ii la sur- 
face /. 

i^ A Telement d7 correspond un accroissement de la surface de se- 
paration ed^coW. 

2^ A Telement d^ correspond un accroissement de la surface /| egala 

^-r-Az et par suite une diminution esale de la surface I. 
sm i' ^ ® 

3® Au meme element d's correspond un accroissement du Tolume 
liquide inferieur egal a^^'^jcotT et par suite une diminution egale 
du volume liquide superieur. 

La variation de 11, qui correspond au cbangement de la surface de 
separation des deux liquides est finalement 

'fii = -/[; ezsi,. - p; ^ F+ F. - .G -. Fros/^-F.ros.-, J ^^^^^^ 

Si Ton remarque que I'epaisseur e est infiniment petite et que dSL 
doit s'annuler, quel que soit e, on trouve pour valeur de Tangle i^ forme 
par le liquide inferieur avec !a paroi» 

F; cos/,— Frosi 

cosi — --=: — F^ g^—' 

F - F. — au 
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th£orie des surfaces, 

Par M. Ch.BRISSE, 

R^PtaTBUR A L'iCOLE POLTTECHNIQUE, AGH^GI^ DE l'uNIVEBSITA. 
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Depuis Euler, la th^orie des surfaces a ete expos^e de bien des ma- 
ni^res diff§reDtes» tantdt k Taide de TAnalyse ou de la G^om^trie pures* 
tantdt k I'aide de Tune et de Tautre. Le tableau complet des progrfesde 
cette branche de 1' Analyse appliqu^e a 6l6 trac^ par M. Chasles dans 
son Rapport sur les progris de la Gdomitrie^ et le nombre considerable 
de M^moires qui s'y trouvent analyses porte k croire qu'une exposition 
nouvelle, comprenant les resultats fondamentaux actuellement acquis* 
pourrait Stre utile k ceux qui voudraient s*occuper de la th^orie des 
surfaces. 

II seroble nature d*etablir d*abord ce qui est relatif k une surface 
quelconque consideree isol^ment, pour passer ensuite k la th^orie des 
surfaces correspond antes et aux monographies. En outre, il convient 
de definir les ^Uments introduits dans cette th^orie par les g^om^tres 
et d*en fournir les expressions ind^pendamment de tout syst^me de 
GOordonn6e8, avant de montrer les simplifications qui r^sultent d*un 
cboix judicieux de ces syst^mes. Tel est I'ordre que je me propose de 
suivre dans cette Exposition, dont je donne ici les d^bi^s, et d'oii j*ai 
exclu syst^matiquementtoute consideration geometrique. 

Dans la premiere Section, j*etablis k Taide d'une transformation de 
coordonnees lesformules relatives au deplacement le plus g^n^ral d'un 
tribdre trirectangle, et j'en d^duis la portion des formules de M. Co- 
dazzi qui est ind^pendante de la position du trifedre par rapport k 
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la surface. Je prouve ensuite, a I'aide de I'Analyse bien connue de 
M. Ossian Bonnet, que six fonetions quelconques satisfaisant k ces trois 
equations definissent toujours le deplacement d*un triMre autour de 
son sommet et n'en definissent qu*un. 

En exprimant que le triedre a deuxdeses aretes tangentes k une sur- 
face, on trouve la seconde portion des formulas de M. Codazzi en coor- 
denudes rectangulaires et en coordonn^es obliques, sous fa forme oil 
M. Laguerre les a denudes dans les Nouvelles Annaks de 1872. J'ai d'ail- 
leurs etabli toutes mes formules dans Tun et Tautre syst^me de coor- 
donneesy en leur donnant le meme num6rOt et en affectant ce dernier 
d'un accent pour les coordonnSes obliques. 

En exprimant que le triedre est forme par la tangente, la normale 
principale et la binormale d*une courbe gauche» on obtient, au lieu des 
formules de M. Codazzi» les formules de M. Serret. Gomme on a quel- 
quefois k differentier ces formules jusqu*k un ordre assez Slevi, je 
crois etre utile en publiant les resultats que j*ai obtenus jusqa'au 
sixifeme ordre inclusivement, et dont je garantis I'exactitude. J*en d^ 
duis plusieurs formules qui renferment» comme cas particuliers, quel- 
ques th^orfemes de Geometric infinit^simale dus k M. Ossian Bonnet. 

Gette Section se termine par les formules qui donnent le plan oscu- 
lateur, le rayon de courbure et le rayon de torsion d'une ligne trac6e 
sur une surface, quand on connait Tangle sous lequel elle coupe les 
lignes coordonnees. Ges formules sent dues k M. Laguerre. 

Dans la deuxibme Section, je demontre le th^orfeme d'Euler, celui 
de Gauss relatif k la courbure, et celui de Meusnier. De T^tude des 
normal es autour d'un point, je d^duis ensuite toutes les expressions 
connues de la torsion geodesique, de Tangle de deux normales infioi- 
ment voisines et de la courbure geodesique. 

Dans la troisibme Section, je d^finis les lignes de courbure, les asyni- 
ptotiques et les g^od^siques, et j'^tablis leurs Equations diffi^rentielles. 
J*y donnele th^or^me de Lancret, et, d'aprbs M. Ossian Bonnet, Tappli- 
cation de la theorie du dernier multiplicateur de Jacobi k Tintigra- 
tion des g^odesiques. 

Enfin, dans la quatribme Section, j'^tablis la theorie des surfaces, 
lieux de normales, le long d'une courbe quelconque. 
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SECTION I. 

FORMULES G£n£RALES. 



I. — DSplacement d'un triidre. 

1. Gonsiderons ud triedre trirectangle mobile d'une maniere quel- 
conque dans Tespace et, par un poiDt fixe 0, meDons des parallMes O^i , 
Oy7i» 0^1 a ses trois aretes dans chacuDe deleurs positions. Menonsega- 
lement, par le point 0, trois axes fixes trirectangulaires, et soienta, h^ 
c, a', b\ c\ d\ h'\ c" les cosinus des angles formes paries droites 0?,, 
Ov],, 0?, avee cesaxes. Sia?,,^,, z, sont, par rapportaO£,,OY7oO^«, 
les coordonn^es d'un point invariablement li6 au triedre, ses coordon- 
n^es x^ y^ Zy par rapport aux axes fixes, seront fournies par les for- 
mules 

IxzizaXx -f- a'y^ -h a" z,, 
y=:bx,-hb'y,-\-b"z,, 
z 1= cXi + &y 4- c"2,. 

En passant de la position actuelledu triedre a la position infiniment 
voisine, ces formules donneront 

Idx — Xi da -h y da' -t- -2, da" , 
dy — Xt db -4-7, db' -f- z, db'\ 
dz — Xx dc -I- J, rfc' -f- z, rfc". 




a dx-^b dy-hc dz =:(a rfa-h b db -\- c dc)x, -f- (a da' -^ b db' -{- c dc')y^ 

-\-{a da"-^ b db" 4- c dc'')z,, 

J a! dx-^b' dy->rd dz = [a^ da-h b' db -h c dc)x, h- {a' da'-hb' db' -hc'dc')y, 
^^' \ -h{a'da"-hb'db"-hc'dc")z,, 

a''dx-\-b"dy^c"dz z= [a"da 4- b"db -h cVc)ar. 4- (a^da' '^b"db' -{^d' dc')y, 

4- (a"rfa"4- b"db"-{-crdc")z,. 

Annates de I'Ecole Nor male* a* Serie. Tomo 111. 12 
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Or, CD diffcrentiant les relations 

I a} -4-6= H-C —I, [ a'a" -hb'b" -^c'c'^^o, 

a''-f-fc'» 4-c" = i, (5) I o^a -f-ft'^i -i-c"c =o, 

il vient 

a rfa -^ b db -r- c rfc ^^o, 
(6) \al da! -\- 6' rfft' -h c' dd =o, 



a' rfa" -h 6' rf6" -h c' d(f = -(a''da'-h b^db' 4- c^rfc'), 
(7) } a" da -f- 6'rf6 ■+- (fdc =-(/i rfa"-f- 6 rfft" -t- c dc"). 



i 

a da' -f- 6 rfft' -4- c d& =z^(a' da -h 6' d6 -f- c' dc). 



PortoDS ces valeurs dans les formules (3), nous aurons 

a dx-^-b dy -\-c dzz=^[a' da -¥-b'db -+-c'rfc)/, -h {a da!'-\-b dV-^-c d(f)Zx, 

(8) { a' dx + b' dx^& dz^-ia^da' -hVdb' -^c''dd)z,-h[a! da -hb' db -\'ddc)x,, 

c^' dx^b'' dy -\'C''dz=L^(a da!' -^b db'' -^c dc')x,-^{a''da' -^b''dV-^(fdc')r,. 

Si Ton ajoute les Equations (i), aprbs avoir multipli^ la premiere 
par a» la deuxifeme par b^ la troisieme par c ; puis la premiere par at^ 
la deuxifeme par b\ la troisieme par c'; enfin la premiere par (f^ la 
deuxieme par b'\ la troisieme par c'\ on obtient, eu ^gard aux ^qua- 
tions (4) et (5), 

I a x-^- b jr-h c z = Xif 
a';c-h6'/-4-c'z=/,. 
a^x-f- 6"/-+- c''« = z,; 

d'oii Ton tire 

a dx -hb dy-^c dz=z — (xda -^ydb -\-zdc ), 
(lo) [ d dx-^ b' dy-\-& dz = — (xda' -hydb' -f-zrfc'), 

a!' dx -¥- b" dy -i- c" dz = -- {xda" -hy db'-h zdc''). 

Portons ces'valeursy ainsi que celles de a?o7i» :;,, dans les equa- 
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tions (8), et nous aurons 

xda -^-ydb -h zdc = -¥- {a' da -+- b' db -hc'dc ){af x-hb' y-^C ^) 

— {ada^-^b db"'^cd(f){af'x-¥-by'^(fz), 

J xda' 'hydb'-hzdc' z= -h{a^da' -hb^db' -hc''dc')[a''X'h by-¥-(fz) 

— {a' da -hb'db -hc'dc){a x-hb y-hc z), 

X da" -^ydb" 4- zdc" — -f- (a rfa^4- 6 rffc^-hc dc") [a x -¥b y-i-c z) 

— (oTda' -+- b'^db' -h c^dc' ) (a' or -+- 6' /H- c' z) . 

En exprimant que ces formules sont des identites en a?, 7, z, il vient 
done 

rfa = (a' rfa -f. 6' db •+- c' dc) a' — (arfa" -f- 6c/fc" 4- crfc" ) a'\ 
db = (a' da -^b' db -^& dc)b' -^ {ada*' -f- irfft" 4- crfc'') b\ 
dc = {a! da -h b'db-^d dc) d — (arfo" -+- bdb^'-h cdc") c"; 

rfa' =:(a"rfa'4- i'' rf6'4- c"dd)a'*'- {d da -f- 6'rf6 -f- c'c/c ) a, 

(,2) ( rf6'=(a''rfa'-h b"dV-\^c"dd) fc*'- (a'rfa -f- 6'rf6 -h c'rfc) 6, 

dcf rrfa-'rfa'-f- ft'' db'-hc'^dc') c^-ia'da -\' V db 4- c'rfc) <?; 

dar=(a da"-^ bdb'^-hc d&')a — 'oTda' k- b^dV -r c"dd)ci , 

db''=:(a da"-^ b db" -+- c dc") b - (a"da'-\- b^db'-h c"dd)b\ 

\ dc:=^[a da-^ b db'-^c dc") c - (aTdaf-i- b"db'-\- d'dc')^. 

Telles sont les relations fondamentales qui vont nous permettre de 
passer d'une position quelconque d'un trifedre trireclangle k la posi- 
tion infiniment voisine. 



II. — Formules de M, Codazzi. 
2. Imaginons qu'un point decrive une surface quelconque 

et que a, &, c, a\ b\ c\ a!\ h\ c" soient aussi des fonctions connues 
de u et de v. Mors les expressions 

i^da -4- Vdb 4- &dc, ada" + bdb" -h cdc", a"da! 4- b"db' -h cVc' 

seront des fonctions connues de u et de v. En les dteignant par 

12. 
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— Pdii — Sdw — Kdu — Qdv, on aura 

a' da -i h' db -+- <•' dc =^ -i- M rfa + N rft', 
rt da' i b db' --.- <• dr V dii — S dv, 

a" da' ^ b'db- -i- c"dv - — Kdu— Qdv, 



ot les 6quatioQS fondamentales du mouvement du triedre deviendront 



«4 



I da = 
db = 
de - 

da := 
db r 
./»■ : - 

./.•':- 
.//.■ - 
df' : 



JklrfM-J- 
Mrfll- 
Mrffl-4- 

, R c/m — 
KcAf 

Pc/ll-^ 



NrfiOff- 
Nrfi)6- 

S A r 



(Pi/tf 

Pifif 

iPcfff 

RJii 
RJif 
Kdu 



S 1/^)0^, 
Srfc 6\ 

- Ni/**) c; 
QrfrV. 



Si It somniel du Iriedre doit de plus coincider ayec le point d^cri- 
v;)iut U surf^trc* si^n roouvemont dans Tespace sen completement d^ 
tonuiut^. 

Jl* Nous allous cherthor si* rriMprv>qu€meiit, a toot srsttee dc va- 
liNirs dtr M* N\ P* 0- R- ^ o:'nrc>p.^:id un monrement delenniDe da 
triJsJnr ;iiui4>ur de Toriii'.ne ri ::n scul ' . 

\ e<^ elTet* jr^mp^as ie< ?^ ^ui:i>a> 1 4 de !i auiere smraole : 



I 



' Tf -t.} £x— Sr— O*" A- 



n 



- V -• ? - 
? 1/ 









iWuvw 
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Ces Equations ^quivaleDt aux suivantes : 



(16) 



da 
du 

de^ 
du 

d^ 
du 



da 

dv 

da 



--= + Ma' i-Prt", 



^—Ka' — VLa, 



= — P a + Ro', 



= 4. N a'-H 8 a*, 



(»7) ^ = -Q«'-Na, 



dv 

dgf 
dv 



= — Sa-h Qa', 



db^ 
du 

db^ 
du 

db" 
du 

db^ 
dv 

db' 
dv 

db" 
dv 



dc 



Mb'+Vb", 


7 rrH-Mc'+Pc", 

du 


Kb" Mb. 


'!f' = Re" Mc, 
du 


P 6 4- Rft', 


'^f- Pc + Rc', 
du 


N6'+S b". 


dv 


Qb" N6, 


|l=_Qe'_Nc. 


Sb-hQb', 


'^f r= SC + QC' 

dv 



et Ton doit avoir avant tout 



(.8) 



d 

dv 


(Ma'+Po'jr: 


du 


(Na' 


+ S a"}. 


d 

dv 


(Ra' 


'+Ma) = 


d 
' du 


(Qa- 


'+ N a). 


d 
dv 


(Pa 


Ra') = 


d 
du 


(Sa 


- Q< ; 


d 

rv^ 


[VLV 


+ P *') = 


d 
du 


(N6' 


+ S b"). 


d , 
dv^ 


;R6" 


-(-M6) = 


d 
du 


{Qb" 


+ N6), 


d 
dv^ 


[Vb 


-Rft')- 


d 
du 


{Sb 


-Qb'); 


d 
dv 


fMc' 

V 


+ P c") - 


d 
du 


(Ne' 


+ 8 e*!. 


d 
dv 


fRc" 


4-Mc)- 


d 
du 


(Qe" 


+ Nc), 


d 

~dv 


[V c 


- Re') = 


* 

d 
du 


(8 c 


-QC). 



ce qui, en effectuantet rempIaQant les diflTerentielles partielles de a» a\ 
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a", b, b', b\ c, c', &' par leurs valeurst conduit aux conditioD& 



- =^ = RS - PQ. 



(•9) 



f^A 



dtS 


rfN 


dv 


du 


dP 


rfS 


dv 


dn 


</R 

dv 


rfQ 
du 



- -5^ =r MQ - RN, 



^"y::=NP-MS. 



Supposons ces conditions remplies; on saitque^ quelles que soient 
Ics quantitesM, P, R, il existe une infinite de systfames de valeurs de 
a, a\ a" satisfaisant aux equations (i6)» etqu'en appelant a,, a j, a', 
a^j d^^a\, a,, d^, a\ trois de ces systemes^ pour lesquels le determi- 
nant 

«l flj «3 

rf, a\ a\ 
a\ d^ a\ 

soit diflerent dezero, Ics valeurs les plus gen^rales dca, a\ a^sont 



(20) 



1 a rr: a, a, H- «,«; -h a^ n^. 
a — a, a, 4- atd^ -h a^a', , 
«''=: oci a^, -*- airt* -\- aicC^^ 



0^1 f o^2» 0^9 etant des fonctions arbitraires de s^. 

Cela pos^y assujettissons les valeurs precedentes de a^ a\ a" ^ veri- 
fier les equations (17), nous aurons 



dax 



da-i 



dai 



"' rf^- "^ "' rfiT -^ "' rf. 



^f+No'. + Sa"-^) a,+ (4,Nrf, + Sa",-^)a, + ( + Nrf, + Sa;-^)a,. 



(ai) 






« • -^ + «'. T/:7 + o"^ 






= (-Qa'.-Na.-^)«,+ (-Q«;-N«,-^^')a,+ (-Q<-N«,-^)«„ 



</. 






+ 0', 



d«i , doci 



dv 



-ha; 



7?ir 



= (-8a.+Qa'.- ^f ) «.+ (- Sa,+ Q<- ^) a.+ (-Sa,+Q<-^\ a,. 
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Ces Equations fourniront pour a,, a2« as des valeurs convenables, 
c'est-k-dire des valeurs fonctions dei^ seuUsi leursysteme est Equiva- 
lent k celui que Ton obtient eo les dErivaot par rapport k u, a,, a2» ol^, 

•r-i ^S ^ Etant trait^s comme des conslantes, c'est-k-dire au syst^me 

des trois Equations 



(«) 



i rfg| cfdci da^ dat dai da^ 
du dv du dv du diu 






N 



N 



N 



da, „ da", 



du 

dd^ 
du 

dd^ 
du 



S 



du 
du 



. dH 



S — 
du 






du 

rfN 



.rfS 



:)., 



dudv 
d^a. 



du du dv 



) 



O^if 



da\ dax da\ da^ dd^ da^ 
du dv du dv du dv 






_( ^dif, da, , dQ rfN 



\ du du ' du 



rfN 
— a, -3 



( 






£/m 



a. 



du 
rfN 



&^, dat 
du dv 



=[- 



du 

defj dai dct^ da^ 
du dv du dv 



da, dd, dS , dQ 

du du du * du 

S^ -{-Q^ ^ a,— -^ a ^ 
du du ^ du ^ du 



d'd,\ 

du dv) 
dudv) '" 



da, 
du 



^dd, dS , dQ 



diTdv}'' 

dudv)'^' 

d^ 
dudv 



) 



«>• 



Or cela a lieu Evidemment ; en effet, en multipliant la deuxieme des Equa- 
tions (21) par Myla troisieme par P^ et en ajoutant membre a membre, 
on trouve la premiere des equations (22), ou plutot ce que devient cettc 
equation lorsqu*on y remplace les derivees premieres et secondes des 
quaniitEs a,, a\ , a\y a^, a^, a\y a,, a^, a\ par les valeurs dEduites de 
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la definition de ces quantit^Sy et les d^riv^es ^ ' ^' 7^ P^^ 1^^ ^^* 

leurs d^duites des equations (19); de m^me, en multipliant la troi- 
si^me des equations (ai) par — R, la premiere par — My et en ajou- 
tant membre k membre^ on trouve une equation ^quivalente k la 
deuxi^me des Equations (22); enfin, en multipliant la premibre des 
equations (21) par — P» la deuxieme par R, et en ajoutant membre k 
membrcy on trouve une equation equivalente k la troisifame des Equa- 
tions (aa). 

Ainsi il existe toujours une infinite de syst^mes de valeurs de a, 
a\ a" verifiant les equations (16) et (17), lorsque M, N, P, Q, R, S sa- 
tisfont aux relations (19); de plus, si ai, d^^d^, a^^ a^, a^* a,« a,, a, 
rcpresentent trois de ces systemes, pour lesquels le determinant 



a, 



a, 



«. «: 



a, 



fl^ 



a 



a 



soitdifierent de z6ro» les valeurs les plus g^n^rales des a, aC^ (f sent 



(23) 



a = ai Ui '\- a2 a2 ■+■ oc^ a^, 
a! := «! a , -h aj a', -f- a^ d^ , 
a'= aud^ -4- aj a' -+■ as o'j , 



(^%f 0^29 o^t Etant des constantes arbitraires. On aurait de mSme 



6 —p.a, -f-p,a,-4-(33as, 

(23) { 6'=Pia', -4-p,a,-4-(38a3. 

b''=^td,'h^,d,-h^,cf,; 



c = y, a, + y, «, -4- y, as, 

(23) { c'r-y, fl', +y,d', -hysa'a, 

c'' ~ yi a^, -H y, fl^, 4- yt <, 



^n i^ay (^s* 7u 72» Ys etant six nouvelles constantes arbitraires. 
Ces constantes ne sont pas quelconques, car on doit avoir 



(^4) 



a' -4- a'' 4- a"' =- 1, 



(25) I cfl-*-c'a'-+-c"a''=:o, 
ab-hafb' -h a'^b'' — o. 



1 faut done encore en prouver Texistence et montrer comment on 
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les obtient; or, d'apres la definition memo des quantitcs ^i^ d^ ^ a\ , ^2, 
a'a, a\, a,, a^j, d.^ (i6) et (17), les six fonctions 



a] -^d,' -4- <% a\ + aV -f- a\\ a\ -4- o',^ -^ <', 

ajflj H- «', a*, -*- a* 0^3, 0, «, 4- a\ a\ -h a* a^, , «, cTj -f- «', cr', -4- a", a' 

sont coDstantes. Posons done 



{a6) 



aJ-+-aV-^ «?--"-= A„ 


rtjfl, -va,a'3 -+- «* d 


-B„ 


al-i-flVH-aV=A„ 


CiOt -f- rf,a, -4-rt" a1 


^B,, 


«!^-«a'-^^V— A„ 


a, «i 1 a , d^ -h /I* fl". 


^Ba, 



les relations (a4) et (a5) deviendront 



(a?) 



A.aJ 
A.p! 

A.y? 



AiaJ-f- As a J -f- sBia^aj -f- 2B3«3cz, -t- aBaaiOc, 
A, p: -^f- A3 p^ -4- 2B, p, (3, 4- aB, p, (3, -+- 2B3 p, p, 
Ajy! -+- Aay; -+-2B, y, y^ -f-aBjy^y. -4-2B3y, y^ 



= !, 



= 1, 



(28) 



A, Pi y, -t- A, p, y, -4- A3 p, y, -4- B, (p, ya n- P3 y,) 
-+-B,(P, y, -4- p, y3) -hBsfp, y, -f- p,y.) 

A,y, a, + Aay, aj + Aiyjaj-h B,(y2a3 -4-y3aa) 
-4-B,(y,ai -+-yiaa) -4- B3 (y, a. -4-y,a,) 

A, a,p, -*- A,a,p, -*-A3a3Pj-4-B,(a,Pj-h«3p,) 

B: ( «» p. -4- a, Pa ) -I- B3 (a, p. + a, p.) 



= 0, 



= 0, 



= 0; 



«!» ^2, aj, |3,, jSj, ^3, 7,, 72, 73 sont done les coordonnees §, yj, ^ des 
extr^mites rcspectives de trois diamctres conjugues de la surface du 
second ordre representee par I'equation 



(^) 



A, g' -+• A,y)'-4- A3?' -h 2B,y}C -4- 2B,?^h2B3 5y3 = i. 



D'ailleurs ces coordonnees sont toutes tinies» sans quoi la surface 
du second degre aurait une infinite de centres, et le determinant 



A, B, B. 
B: A, B, 

B, B, A3 



serait nul,cequi ne pent filre; car ce deternoinant, d'apres une pro^ 

AmmaUt de Vjtcole Normalc. a' Serie. Tome Ul. 1 3 
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priete codduc, est le carre du^suivant 



a, 


«, 


«', 


«', 


«•. 


o\ 



a. 



a'. 



< 



lequel n'estpas nul par hypothcse. 

Ainsi il existe toujoursdcs valeurs de ««, ol^^ ol^^^k^ ^2f Ps* 7if 72* 73 
v^rifiant les relations (24) et (a5). On pent meme determiner une in- 
finitude syst^mes de valeurs admissibles de ces constantes; mais il est 
aise de voir que ces differents syslemes repondent aux differentes 
positions desaxesde coordonnecs 0^» O-n^ 0^ dansTespace. 

ConsideronSy en effet, un premier systeme de valeurs admissibles de 
a,, a2j a,, |3(, ^2^ /^s* 70 729 7s« ^t proposons-nous d'en deduire un 
second tout a fait quelconque. J'appelle /, /', I" les longueurs des dia- 
metres conjugues de la surface (29) dont les extremites ont pour coor- 
donnecs respeclives les premieres valeurs de ««, ^2, a,, |3|, |3s, |3,, 
7o 729 73- SoientX, jx, v les cosinus des angles formes par le diametre 
de longueur /avec les axes 0|, 0>3, 0?; X', /x', v' les cosinus des angles 
formes par le diametre de longueur /' avec les memes axes; X", /x'", v"* 
les cosinus des angles formes par le diametre de longueur T avec les 
memes axes, en sorte que Ton ait 

/ a, = n, i3. = /'X', y. = rr, 

(3o) a,= /fA, ?,=./>', ya=/>", 

Pour obtenir un nouveau systeme de valeurs de a^, a^, aa, |3|t |32* |3a, 
7o 72» 73 » il faut chercher les coordonnees ?, >?, ? des extremites res- 
pectives de trois autres diametres conjugues de la surface (29). Or, si 
cette surface etait rapportee aux trois diametres conjugues de lon- 
gueur /, /^ I", auquel cas son equation serait 

les coordonnees des extremites de trois diametres conjugues quel- 
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Gonques auraient pour valeurs respectives 



/gj, 


I'P. 


l"<r. 


/ra'. 


I'P', 


I" a'. 


Ins", 


I'P", 


fa", 



a, p, a, is', p', <j', m", p", a" satisfaisant aux six relations 



(32) 



CJ* -hp* -4-0"' =1, 



Gj'cy"-hp'p''-h<T'(j"=o, 
(33) { ©"gj -4-p''p -4- (f'(T =o, 

GJGj'-l-p p'-hC </ = 0, 



Done les coordonnees par rapport auxaxesO^, Orj^ 0^ primitifs, c'est- 
k-dire les nouvelles valeurs de a,, aa, a^y ^i, /Ba, /Sj, yi, yj, y,, sont 



/ 



a. 



a, r_r 



(34) 









^:: 



1X3 V-h/'p V' -f-/"<T V" - 
Ixs'v-^-Vp' V'-^IW V" r 

/cy^>-l-/'p'>'-l-Z''(j'>" 



- aiGj -:- p,p -i-yiO", 

oL^xn -!- Psp -f-y3<T, 

~a, gt' 4- p.p' -4-y,a', 
:-«,Gj' +-(3ap' -i-yjc/, 
-a3Gy'-f-(3,p' -hyje/, 

r«,©"H-p,p"-hy,(j", 
= «,Gj"-i-(3,p''-*-y,<T^. 



En portant ces valeurs a la place de a«, ao, a,, /3|, ^3, /3,, y,* 72* 73 
dans les equations (23), on trouve pour a, b, c, a', 6', c', a", i", c" de 
nouvelles valeurs qui s'expriment en fonction des anciennes de la ma- 
nifere suivante : 

a, =a,Gj-f-p,p+y, <T, bx ^aiGy'-t-Pip'-f-yie/, c, =a,GJ^-^-p,p''-f-y,a^ 

(35) { rf,=:«>GJ-l-p,p4-y,(j, 6', = a,Gj'-4-p,p'-l-ya(T', c',=:«,Gy''-i-p,p*'-f-/,(j', 

a',:^«,GJ-+-(3,p-4-y,(7, 6";— a3Gj'-h(33p'-i-y3(T', c'; = a3Gy"-*-Pail)"-hy»(j", 

en sorte qu'il suffit de substituer aux axes 0^, Oiq, 0^ trois nouveaux 
axes 0^^ Ofiy O^S faisant avec les premiers des angles dontles cosinus 
soient respectivement cr» p, a, f3\ p\ a\ zs", p'\ (j'\ transformation pos- 

i3. 
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sible cl'apres les relations (S^) ct (33), pour que les prcmibrcs valeurs 
(Ic a, h, c, a\ b\ c\ a", h\ c" se cliangcnt en a,, &|, c,, a,, 6',, c, , 
a' , i'j, c'j. Done lesdiirerenls systemes de valcursde «!, /3m Yi, aa* jSa* 
72> ^3« /^s, 73 conviennent bicn a un memc triedrc differemment place 
par rapport aux axes de coordonnees 0§» Ok7» 0^. 

4. Nous alloQS maintenant partieulariser le mouvement du tribdre, 
que nous avons laisse jusqu'iei absolument quelconque. 
Reprenons, k cet efTet, les equations du sommet 

a;=9(M,v), y=^[u,\f\ z=x{u,\f), 

et supposoQS qu'on en deduise, pour Telement lineaire de la surface 
qu'il parcourt, soil 

(36) d$^ — Y} du} -^ G" dv\ 

soil 

(36)' rf5^ = E'da^-h 2EGcos2wrfarfi/-+-G>c/(^». 

Dans le premier cas, les courbes obtenues en donnant respectivement 
a (^ et a 1/ des valours constantes se coupent h angle droit, et Ton pent 
astreindre les aretes AX, AY, AZ du triedre a coincider respectivemenl 
avcc la tangente a la courbe i^= const., avec la tangente k la courbe 
u = const., avec la normale a la surface. Pour qu'il en soil ainsi, il est 
evidemment necessaire et suifisant que Ton ait 

[ dx = flErfii -*- a' G c/f, 

(37) I rf/ = *Erfa-+-^'Grfi', 

( r/2 =r c E du -f i^ G dv, 

et qu*en outre les seconds membres soientdes diff6renticlles exactcs; 
ce qui entrainc, en tenant comptedes equations (16) 01(17), 

hGM=:0, 

dv 

du 

ES -+- GR = o. 
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Dans le second cas» lescourbes obtcnucs en donnant rcspectivemcfit...' 
Ik V elk u des valeurs constantes se coupenl sous un angle 2w, et Ton/.-v . 
pent astreindre les aretes AX, AY, AZ du triedre ii co'incidcr respceti- ' .-: 
vement avec les bissectrices de cet angle et avee la normale k la sur- 
face. Pour qu'il en soit ainsi^ il est ^videmment n^cessaire etsuffisanl 
que Ton ait 

Ids = a {E du '\' Gdv) cos (Mi -4- a' (Edu — Gdv) sinw, 
dx = b(Edu -f Gdv) cosw 4- 6' {Edu — Gdv) sinw, 
dz =:c(Edu -h Grfc)cosw h- c' {Edu — Grfc)sin6>), 

et qu*en outre les seconds membres soient des differentielles exactes; 
ce qui entraine^ en tenant compte des Equations ( 16) et (17), 

\dv duj tang(k> \ dv J \ duj 

(38)' ( (dE dG\ . -, (^ rf&)\ ^ /^ rfw\ 

(GR + EQ) sino) - (ES - GP) cosw =0. 

Riciproquement, si les conditions (38) ou (38)' sont remplies, les 
Equations (37) ou (37)' font voir qu'on obtient sur-le-champ par des 
quadratures les coordonnees des differents points de la surface decrite 
par le sommet du trifedre. D'ailleurs, les trois nouvelles constantes in- 
troduites par les quadratures nMnfluent en rien sur la forme de la sur- 
face; donc» finalementy k un systeme de valeurs de M, N, P, Q, R, S, E, 
6, 0) virifiant les equations (19) et (38), ou (19) et (38)', correspond 
toujours une surface et une seule. Cest le resultat mis en evidence par 
M. Ossian Bonnet. 

Les Equations (19), (38) et (38)' constituent les formules de M. Co- 
dazzi. 

III. — Formules de M. Serret, 
5. Imaginons qu'un point d^criveune courbe quelconque 

a: = 9(w), 7=iJ;(m), z = x("), 

et que a, 6, c, a% h\ c\ a\ h'\ c" soient aussi des fonctions connues 



• • 



• • • 



* • 
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.,,dbu. Alors les expressions 

a'da-^l/db-h c' dc, adaf' -4- fcc/6" -+- cdc\ a" da! -f- V'db' + cT dd 

seront des fonctions coDnues den. En lesdesignantpar + M€fa, — ^du, 
— Rrftt, on aura 

Ia' da-^ b' db-h & dc = 'h Mdu, 
a da"-^ b db"-^ c dc"= - P du, 
oTda' 4- b"db' -h c''d&=: - R du, 

et les Equations fondamentales du mouvement du trifedre deviendront 

£/fl=::(Ma'-i- Pfl"; du, da'= - (Ra"-h Ma)e/M, rfa'^m- (Pa- Ra'jrfw, 

(4o) } db = [Mb'^Vb"jdu, dV=-(\{b"'\-'S\b)du, db''=:-{Pb-Vib')du, 

( rfc^-;Mc'4-Pc')rf", rfc'=-(Rc"+Mc)rfw, rfc^=-(Pc-Rc')rfM, 

Si le sommet du tri^dre doit de plus coincider avee le point decri- 
vant la courbe, son mouvement dans I'espace sera completement deter- 



mine. 



On dcmontrerait, comme au n^ 3, qu'k tout syst^me de valeurs de 
M, P»R correspond un mouvement d^termin^ du tri^dre autour de rori- 
gine et un seuK 

6. Pour que les trois aretes du trifedrc soient k chaque instant pa- 
ralleles k la tangente AT, a la normale principale AN^ k la binor- 
male AL d'unc courbe gauche, il est evidemment necessaire et sufBsant 
d*exprimer que AT foit avec sa position infmiment voisine A'T un 
angk egal a Tangle de contingency que le cosinus de Tangle forme par 
AL avec A'T' estinfiniment petit d'ordre superieur au premier, que AL 
fait avec sa position infiniment voisine A'L' un angle 6gal k Tangle de 
torsion. Or la seconde condition s'cxprime par Tequation 

a"da-{-b''db-\-c''dc:z^o, 

ou par son equivalente (7) 

rtrfa" -4- bdh" -h c dc'' = o, 
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c'est-k-dire que Ton a constamment 

P=:o. 

Pour exprimer les deux autres, calculons les angles formto par cha- 
cune des aretes du tri^dre avee sa position infiniment voisioe^ angles 
que nous designerons par les lettres s, e', € . Nous aurons 

cose = (fl -f- Aa ) « -h (6 -f- Aft ) 6 -I- (c h- Ac } c, 
(40 \ cose' = (a'-4-Aa')a'4-(&' ^-A6')fc'-h(c'-^Ac')c', 

cose"= [oT^ Aa'O a"-h (6'M- Aft") 6"+ (c"-f- Ac") c". 

Si Ton remplace Aa, A6, Ac, Aa', Aft', Ac', Aa", Ai", Ac" par leurs 
valeurs au troisieme ordre pres, et qu'on tienne compte des Equa- 
tions (4) et (6), il viendra 

I £2 = — (a d}a -\-b d^b •+- c rf^c ), 
e" = - (a' rf>«' 4- 6' c/»6' + c' d'c' ;, 
£''' = - (a"rf»a" 4- V'd^b" + c"rf>c"j. 

Or, des Equations (6) diflerentiees, on tire 

a d^a -hb d^b -he d^c ~— [da^ -hdb^ -¥■ dc^-), 

(43) { a'd'a' -+- b' d'b' -f- c'd'd = - (da'- -\-db' -f- rfc"), 

a'^rf^a" -4- 6''rf»6"-f c'^rf^c' = -- [da'' -h rf6''^-f- rfc" }, 

et, en remplagant, on a 

£3 1= (/«» -+- c/6' -+- dc\ 

(44) / e'- = da" -f- rf&" -♦- rfc'S 

e"'=:rfa"M-rf6"'-+-c/c'^ 

£levonsau carre les equations (4o)» et ajoutons membrea membre 
celles qui composent un meme groupe, les equations (44) devien- 
dront 

(45) {^"=^[ »^ H- M») rfttS 

£"'=l(P' -f U=)rfii'. 
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Dans Ic cas qui nous occupe, on doit poser 

P =.- o, e— —i e'' = — 1 

P r 

ds etant la diffcrentielle de Tare, p le rayon de courbure et r le rayon 
de torsion, cc qui reduit les formules (45) aux suivantes : 

— = M rfii, 

P 

(46) {e'= -(R»-4-M»)rfii% 



\ 



r 



On en conclut d'abord 



(47) ^" = ^^'(^^-^-7-=)^ 

puis, posant 

/ a — cos a, a' = cosE, a" = cos>, 
(48) < 6 = cos (3, b'z=zQosn, &"=cos/:x, 

(c = cosy, c' = cosi;, C*=:COSV, 

les formules (4o) deviendront 

, (fs ^ t ^ ds ds ^ J ^ ds ^, 

acosa= —cost, a cost = cosa cosA, acosA = — cost, 

p p r r 

(49){rfcos(3= —cosy}, dcosy3 = cosp cosfx, rfcos/x = — cosiq, 

, ds . . ^ ds ds J ds ^ 

, a cosy = —cos?, «cosC = cosy cosv, acosv = —cos (J. 

\ P 9 '' "* 

Ce sont les formules do M. Serrct. 

7. Ces formules permettent d'exprimer les diffSrentielles des divers 
ordres des cosinus des trois angles a, ?, X, ou /3, yj, |x, ou 7, ?, v par des 
fonctions lineaires de ces memcs cosinus dont les coefficients ne con- 
tiennent que ds^ r, p et leurs diiTerenticUes. La memo observation est 
applicable aux formules plus geuerales (4o]. Yoici les resultats que 
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Ton obtient jusqu'au sixicme ordre, en parlant des equations (49) ct 
en prenant Tare pour variable independante : 

ds^ I ds^ 
d'cosa ■= cosa-h dsd" cosE cosX, 

(5o) ( rf'cosE = — rfirf- cosa — ds' ( — h - ) cosE— dsd- cosX, 
' J ^ p \p' r'/ ^ r 

rfi' I ds* 

rf'cosi = cosa -hdsd - cosE r cosX ; 

rp r ^ H 

d*cosa= — 3 — d ^ cosa — ds\ — f~ -f--, ) — rf*- cos$ 

P P LP \P' f^J PJ 

— ds' (-rf--h-d-) cosX, 
\r p p rj 



(5i) 



(5a) 






d>cosX = ~rf5' (irfi ^.^ £/l\ cosa-rfsT^V^-^^,) -rf»i] cos? 

^ ds^ ,1 -i 
— 3 — {/-cosA; 
r r 

..oos.=.4^£(i.L)_3(.l)'-i.^i]cos. 

irp Xp' r'J p r r p p rJ 

d'COsi=:ds\ds' [(-, -1- ^) rf- -4- 7 rf^l - «''- i cosa 

^■c<«»=rf.-r-('- +-1-3^1^1- -j-'-5<fi]cos<, 

Lrp \p* r^J p r r p p rJ 



cos>; 
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/ d*cosa = 5ds'\—\(-,-^'-]d-+-d-'\-^d-d*---d»-\cosa 

I p \.\?' 'V P *•? d P P P P) 

I Lp V W P \ P/ r p r 

_ 4d» i rfi _ 6ji rf>i - ^ rf*- — i </'-lcosX, 

r p r p r p p r) 

8 (jiV + (I£ + iU,i + £ rf. l-] _ rf. 11 cos« 

p\ !•; V 1-7 p rp rj pi 



+ 



(53) 



.,.5ds^\:.ds'(\ + l]('-d'- + ldL]-^dW- 
L \P' n\p p r rj p p 

r r p p r rJ 

I L r \p' r'/ r\ pj p p r 

rp p \p' rV rJ r) 



H rf-l -+- 

r V r^ 



^co,x=,..|*[i(«.i,).Ui(i.a).i] 



_6dirf'i-4rflrf'l-irf»l -!</•- J cos« 

pr ,rprppr 



I L f" \P f^/ rX pi p p /• 

r \ rJ rp p \p' '•^z ''J '^ ) 

( '* L\P w '^ ''P pJ r r r r) 
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*eo..=^ j-f:(l-. ■)V.^-[5(2.i) («i)v^^^«i 



8 /.A' £/2o *'\j,* 9_ ,, i"! 



i5rf-rf' £/*-kosa 

P P P P 



p\ rj ppp rprrrp 

p r r \P '^ / P ''p ''J P) 

( rpV '•/ L'^PX P/ \p' '•7 P '^ '•PX '•/ 



-I- 



'•\p' f^J p p \p' '"/ d 



-.5rfic/»i-,orf'irf'--iorfirf*--5d«i-.lrf«i[cosX, 

pr P'' rprppr' 



:4, ^cos5=..i*.[-.^.(i+i) (^f.i.i.i+ii.i)..5(.i); 



-I- I 



pV''/ rpr 9 9 9 



9 .1 ,1 35 .1 



•4- ^d-d'- -f- 
r r p 9 



— d*->cosa 

P 



r r \p» I* J p r9 r 
....j...[-...(i.l)V3(^H.^.)(.l)^|.i.l 

\p» rV \ r^ 'p"V W P '" V '■7 '■J 

_,5rflrf'i-io frf'iV-^rf.i- ,5rfia'i-io id'-]'-- (i'-\cosl 
PP \P/PP '•»• \ rj r r\ "* 

I L \P' n\rp p p' r r- rj r p\ p 



'•p p 
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m *c„s>=A.j-^(-.i)V*.[i^(.i)V6(i.i).i.i 



-f 



r \p' rV p rp\ rj 

p\p' r'J rJ 
p r 9 ^ r p r p p r) 

oj'/j'\' 2,1,1 ^,In» 4j^j, ' 

— Srf- rf-1 rf-rf' rf-d» ^d-d^- 

r\ p) rpppprprp 

rp p \ rJ r r r \p^ r^J rJ r ) 



Lr' \ p/ rp p r r'p p 






4-5 



r r \ fj r r \ 

8. Voici quelques r^sultats d^duits de ces formules, et doDt nous 
aurons besoin ult^ricurcment. 

Cherchons en premier lieu les diflerences de coordonn^es de deux 
points infiniment voisins. De la formule 

dx 

-;-=: COS a, 
ds 

on d^duit, par celle de Taylor, 

dx = (Is cosa H d cosa -\- -;r d^ cosa H — j d^ cosa 

</5 . ds , //« , 

H a' cosa -I a* cosa + t^-t- d* cosa, 

I20 720 0040 

en s'arretanl aux termes du septiemc ordre. Si Ton remplace cos a et 
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ses diffi^rentiellcs par les valeurs du n° 7, il vient 
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' op' op p i2op*\p' r^j 3op p 4® \ p/ 

i44p \p' P '' P ^P ''/ 

72 p p i44p P ooijop* \p* rv 



ddr= 



cos a 



5o4opLp \ p/ r r p Vp» r'/ p 

ds^ (7. ,\ I ,1 1 . i\ f I 

::(-,fl'-4--rf-H rf-) rf- 

loott Vp' p ''^ P ''P '*/ P 

5o4 \ p/ o4op p 33o p p 
ap 6 p 24 L p \p' r'y pj 



120 p 4^ \p P '^ P ^? '*/ 



r p 



9. 



^)1 






720 



720 L p \p' r'/ 9 \ 9/ P \ '•/ 






r p r \p> rV p rp rjf 



ds* jt ds* fi I \ / 3 , 1 I J I 51 , I \ 
5o4o p 1000 \p' r^J\p*p r' p rp rj 

— ^*' [^(dl\' ^di(d^y 

J^ooSL \ P/ "^ P \ '•/ 



3d 

6 . I ., I 

-f- - a - a ' - 

r r p 



i*^ J > J, I 4 J I J, I 

— rf-rf'-4- -d-d' - 

9 9 9 r p r 

p r r \p' r'/ p rp rj 



no 
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rff* rf^' /a , I I , 1^ 

orp 24. \r p Pi 



H- 



+ 



4- 



120 Lrp \p» r7 r p r p p rj 

7'2o L \' p rp' p p* r r^p rJ 

rp rp '•PP'^J 

5040 ( rp \p' r\l L^\r* P J P V^ pV f* P 

'•p \ pJ ^p\ ^) pV *• / '•J 

rp ''P ''P prpr) 



>cosX. 



I 



Pour passer de $x a Jj, puis a Jz, il sufBt de remplacer a, §, X par 
^f nf iif puis par 7, ^, v. 

CberchoDSy en deuxieme lieu, la distance rectiligne de deux points A 
et A' infinimcnt voisins. On a 

et, en remplagant dx, 5/, Js par les valeurs pr6c6denles, il vient 



AA' = ds' — 



ds^ ds* J I 
a - 

lap' i2p p 



ds' /i i\ 
Jop' \p* r") 



36op 



-K"^)"- 



4op p 



loop* p 



rf5^ 






rf5« 



72 p 



p ' 36orp \r p P r 



180 p p 



Extrayons la racine carree, nous aurons 



55) AA' - ds - 



ds" 
2 

ds^ 



'5« ds' ,1 ds' / I li \ 

rf — -|- ( -J I 

^ p2 24 p p 240 p' \8 p' 3 ry 



rf^^ 



90 \ p/ 



bop 



I 

P 



rf** 



960 p^ p 



ds' 



\ 



1,1 I . I \ ds^ 
72orp \r p p r] 



'44 p 



c/irf^l 



36op p 
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Gherchons, en troisieme lieu, Tangle V de la binormale en un 
point A avee la normale principale en un point A' infiniment voisin. 
On a 

C0SV~C0S>C0S^'+ COSfXCOSyj'-l- cosvcosS', 

et, par la formule de TayFor, 

cosV= cosX cos^ 4- COS jx COSY) H- cosv cosS -*- cosA rfcos^ -h cosfx dcosn 

-i-cosv Jcos^H (cosXrf'cos$-i-cosfxrf»cosy)4-cosvrf'cosO -^•••• 

Remplafons cosXcos? -f- cosjxcosv? •+- cosv cos^ par zero, et les diffe- 
rentielles successives de cos|, cosv?, cos^ par les valeurs du n^ 7, nous 
aurons 

(56) cosY=-^-?.-^-idl + i\^(L+L\-d'l\ 
^ ' r 2 r b L '^ \P ''/ ''J 



+ 



720 ( L \P ''V \P r rp p r' r) 

35 , 1 J, I 60 , 1 , I 
r p p r r r 

r\ pj \ rj p p /• 

p r p \p' r^ J r rp pj r ) 

Gherchons, en dernier lieu^ Tangle W de la normale principale en 
un point A avec la normale principale en un point A' infmiment voisin. 

On a 

cosW = cos^ cos^'-f- COSY) COSY)' -h cosCcosS', 
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ct, par la formulc dc Taylor, 

cos W~ cos'5 -f- cos'yj H- cos'? -h cos^ rfcos^ -f- cos/j d cos/j 

-f-cosCrfcosCH (cos$rf'cos$-+-cosy3rf'cosy3 4-cosCrf*cosC)-4-...« 



1 .2 



RemplaQons cos* § 4- cos^ ^ 4- cos^ ? par Tunitc, et les differcntielles 
successives de cos?, cosvj, cos? par les valeurs du n^ 7, nous aurons 

(5,) cosW=.-^7l + l)-*Virfi + lrfi) 

2 \p' ry 2 \p p r rj 

\pp r rJ p p r r_\ 
rp r p \p' '''/\''/ 



ds 
2 



p' "^ rV \? p "^ r rJJ 
-lofr/'-V-iofd'^V-iSrf-rf'i 

r r p p r r 



IV. — Formules de M. La guerre. 

Ol Considerons une courbe tracee sur une surface quelconque, et 
soient, comme au n® 6, a, |3, y, §, yj, ?, X, /x, v les angles que font avec 
les axes les aretes du triedre lie a la courbe; soient de meine, comme 
au n*^ 4, a, i, c, a', i', c', a", b\ c\ les cosinus des angles que font 
avec les axes les aretes du triedre lie a la surface. La position relative 
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desdeux tribdres sera determin^e par I'angle i de la droite AT avcc la 
droite AXet par Tangle ts de la droite AN avec la droite AZ; de sortc 
que, en appliquant les formules d'Euler, on aura 

a cosa-4-6 cos(3h-c cosy^cosi, 
a! cosa H- 6' cos (3 -f- & cosy =sin /, 
a^cosa-f-6''cospH-c^cosy=:o; 

a cos^-4-ft cosy)-+-c cos?::=slncjsini, 
(58) { a' cos\ -f- i'cosyj -f-c' cos? = — sincjcos/, 

a'' cos 5+ 6" cosy} 4- c'' cos S = cos GJ ; 

a cos>-t-6 cosfx -f- c cosv = — cosnjsin/, 
a' cosA 4- b' cosfji 4- & cos V = cosgj cosi, 
\ a^cosXH-6''cosfx-t-c?"cosv = sinw. 

Differentions cesneuf equations, remplaconsr/a, db^ dc^ da\ db\ dc\ 
da"f db'\ dc" par leurs valeurs (i4), rfcosa, rfcos/3, rfcosy, rfcos^, 
dcosfit rfcos^, rfcosX, dcosiif rfcosv par leurs valeurs (49) » cnfin te- 
nons compte des equations (58); les neuf equations provenant de la 
differentiation se reduiront ^ trois distinctes : 

ds 
dxs = (Prfa-+-Srfc)sini-i-(Rrfa-4-Qrft')cos/, 

ds 

— sincj==rf/-i-MrfM-f-Nc/i'. 

P 

Ge sont les formules de M. Laguerre. Quant a Tangle iy il est lie a u et 
a V par les formules 

(6o) dscosi = Edu, rfssini^Grfv, 

81 les coordonn^es sont rectangulaires; par les formules 

(6o )' ds cos I — (Edu -f- Grfv) cosw, ds sin/ = ( Ec/ii — G(/v) sin &>, 

si les coordonnees sont obliques. 

JiiHoUt de I'Ecolc HormaU, a* S^rie, Tome lU. l5 
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Des formules (38) et (60), (38)' et (60)', ou deduit les suivantes : 

, dscosi 

E * 

. ds sin I 

dv .- .: 



(61) 



G ' 

E R 

G ''^ -S' 

du Gcosi — Scos/ 

dv E sin 1 K sin 1 

sin/ Gdv _ — Srfv 
cos/~" E(/m "" K(/m ' 



I £/« :::. 



r/5 sin (ro-i-/) 
Esin2&) 



(61/ 



. </5sin(Gi)— /) 

G sin 20) 

E Pcosw-hRsino) 
G Scoso) — Qsin&) 



du Gsin(w-f-/) __ Scos&> — Qsino) sinf&) -4- 1) 
dv " ' Esin(w — 1) """ Pcosw-i- Usinw sin(a) — 1)' 

sini Erfw — Grfi' sin m 
cos I ~~ Edu 4- Gt/c cos CO 

_ (Pcosri) -f-Rsina))rf//— (Scoso) — Qsinw) dv sino) ^ 
(Pcoso) -+-Rsin&)){/f/-t- (Scosw— Qsin &)](/(/ cosa>' 

qui nous serviront pour des transiormations ulterieures. 



SECTION II. 

fiTUDE DUNE SURFACE AUTOUR D*UN DE SES POINTS. 



1. — Theorcme d'Euler. 

10. CoDsiderons une serie de courbes issues d'un point A d'une sur- 
face et dont les plans osculateur scoutiennent la normale en A; leurs 
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rayons de courbure seront lies a Iciirs directions par la deuxibme des 
equations {5g), ou coscr est remplace par Punile : 

(6a) — = (P</u + S</f)cosi- (R</« + Qdv) sini. 

-'^liminons 'Vft< et </f k Taide des equations (6i) et (6i)', et divisons 
par<£r; nousauroDS 

\ ^ - • 
63) — =GP cos't + (ES - GR) sinjcosi -EQsih'j, 

et 

* I 

gj 12li!l^ = iES+GP)sinwcos'j 

P 

— [(ES — GP) cosw + (GR-f-EQ) slnw] sini cos 

— (GR — EQ)cos&)sin'/. 

Or on saity par Talgebre ^lementaire, que le second membre de ces 
Equations est susceptible d'un maximum et d'un minimum pour les 
deux valours de Tangle i donnces par la formule 

//•* « ES — GR 

(64) ianga« = _--^^, 

et par la suivante 

. _ (ES-GP)coSM-4-(GR-hEQ)sinM 

Soient pi et pa les valeurs de p dedaites de Tequation (63) ou de 
Tequation (63)', lorsqu'on y remplace i paries valeurs de a tirees de 
1 Equation (64) ou de Tequation (64)'; Qn a 

EG 

^^ = GP cos' a H- (ES — GR) sin a cos a — EQ sin« a, 

(65) { ^' • - - • - 

EG 
— = GP sin^a — (ES — GR) sina cosa — EQ cos'a, . 



i5 



(65)' 
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et 

=r(ES+GP)sinwcos'a 

Pi 

— [(ES— GP)cos&j-t-(GRH-EQ)sino.)]sinacosa 
-(GR— EQ)coswsin»a, 

EGsina&i ,-,£3 ^^, . . , 
=(ES-f- GP)sin(k)Sin'a 

pa 

-+- [(ES ~ GP) cosw 4- (GR-f-EQ) sinwjsinacosa 
\ - (GR— EQ) cosw cos'a. 

Posons 

(06) i = a-+-6 

dansles equations (63) et (63)'; muItiplionsrespectiveineDtpar<^os'd 
et par sin^fi la premiere et la seconde des equations (65) et (65)\ et 
ajoutons-les membre h membre avee les equations (63) et (63)'; nous 
auroQSy en tenant compte des relations (64) et (64)S 

(67) 



P P« P' 



C'est la formule d'Euler. On donne le nom de sections principales k 
cellcs qui correspondent aux rayons de courburc /o, et /Oj, et dont les 
directions sent donnces par Tune des formules (64) ou (64)'. 

II. — Theoreme de Gauss. 

11. II reste a calculer les rayons de courbure principaux p, etp^. A 
cct effet, eliminons a cntre les equations (64), (64)' et les Equa- 
tions (63), (63)', oil Ton remplacc prealablement i par a; les valeurs 
cherchees seront fournies par I'Squation du second degrc 

rfi«^ ' GP-EQ I , RS-PQ _^ 

OU par la suivante 

, ,^ , 1 rKS-f-GP)sinw--^GR — EO)cosro I RS-PQ 

( bo y — rjT; — : -=77; — : =^ O. 

p' EG Sin 2 GJ p EG sin 2 03 
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On en tire 

.. . I RS-PQ ^. ., I RS-PQ 

(69) — = — uP — ' (^) — = — s^rr-^ » 

^ *^' pipf hii ^' pipi EGsin2w 

ett en remplaQant RS — PQ par sa valeur tiree de la premiere des Equa- 
tions (19), 

rfM_rfN dM rfN 

. . I dv du . ., I dv du 

^'^' p.p," EG ' ^'^^ ^""""EGsin^w' 

Mais les formules (38) et (38)' donnent 



> 

V 



„ I rfE / „ rfw I fdE dG\ 

M= — rr -r-* I M = -+--7- 4- jt—. -t C0S2w -3- » 

G dif \ du G 810 20) \dv du J 

(7O < (7O' 

\, I rfG 1 1^ rf« I fdG dE\ 

£ ai^ \ dv Esinaot) \a£^ dif J 



on a done, eo definilive. 



EG_ d (i dE\ d (i 
^'^^ p.p,~ dv \G dt/j ^// \E 



d /I rfG 
du 



ou 



EG sin 2 6) _ _ rf rrfw 1 /rfE _ rfG\ 1 

^' ' pipi dv\jiu Gsin2Ci) \rfc ^"/.J 

_^rrf&) 1 /rfG rfEv j 

rf//L^^ Esin2&) \du ^^/ J* 

II en r^sulte que Fexpression — ne depend que de E, G et w, et 

conserve sa valeur dans les deformations de la surface qui n'alterentpas 
ces trois fonctious. G'est le tbeoreme de Gauss, qui a designe cette 
expression sous le nom de courbure spherique de la surface. 

III. — Thioreme de Meusnier. 

12. Les rayons de courbure de toutes les sections normales d'une 
surface en un point etantconnus, proposons-nous de trouver les rayons 
de courbure des sections obliques. 

Le plan osculateur de la courbe considerEe coupant le plan tangent 
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r 

^ la surface en A suivant une droile AT, si Ton designe par i Tangle 
que fait AT avec la droite AX, par ts Tangle de la normale principale 
de la courbe avec la normale a la surface, par /s' ie rayon de courbure 
cherche, la deuxicme des equations (Sg), traitee comme au n** 10, 
donne, par comparaison avec les equations (63) et (63)', 

/ox ' COSCJ , 

(73^ - = — ;— ou p'=:pcosnj. 

9 9 

Le rayon de courbure de la section oblique est la projection ^ sur lepk^n de 
cette section t du rayon de courbure de la section normale tangente a la 
section oblique. 

Ge theoreme, du a Meusnier, complete Tetude de la courbure au voi- 
sinage d*un point. 

IV. — Torsion geoddsique, 

13. Occupons-nous maintenant de la distribution des normales. A 
cet eflet, et pour profiler des formules du n*^ 7, considerons, a partir 
d'un point, les courbes dont les normales principales coincident avec 
celles de la surface. Ces courbes, qu'on appelle geodesiques^ ayant en 
tons leurs points leur plan osculateur normal a la surface, satisfont k 
Tequation difi'erentielle 

(74; di -f- Mrfw -}- ^dv—o, 

obtenue enfaisant sinr^riz:: o dans la troisieme des formules (Sg). Cette 
Equation montre qu'on pent se donner arbitrairement du et dvy ou 
tang I, et qu'alors di est determine. On en conclut que, par un point, 
passentune infinite de geodesiques, dontchacune est determin^e par 
sa tangente en ce point. 

14. Proposons-nous de trouver Tangle forme par la normale k la 
surface en un point [u 4- du, v -f- dv) avec le plan normal a la surface 
au point (i^, v), dont la direction est determinee par le rapport de du k 
dv. Pour cela, faisons passer une geodesique par les points (u, v)^ 
[u -h duy {f-\- d{^)\ elle sera, d'apres cc qui precede, tangente au plan 
normal en {u^v), et Tangle cherche sera le complement de celui desi- 
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gne par V au n*^ 8, et dont la (brmule (56) donnc Ic developpement. 
Ed le designant par ^ et en se limitant aux termes du premier ordre, 
on aura done 

(75) ' = -^^ 

D'autre part, la premiere des formules (69) donne, en y faisant 
do '^ o, 

(76) - ~ =r (Prfa -4- Sdv) sini i {Kdu 4 Qdv) cos/, 

d'oil 

(77 ) / = ( fdu 4- Sdv) sini 4- (Kdu -f- Qdv)cosi. 

AemplaQons du et dv par leurs valours (61 ) et (61 )', il viendra 

(78) /=:^[ESsin'/4- (GP4-EQ)sinicosi-4-GRcos»i], 

4-[(ES4-GP)sin(k)H-(GR-EQ)cos(k)]sinicosi 

H (GR-f-EQ)sinck)COS^'|, 

ou, en vertu des formules (38) et (38)', (64) et (64)', 

(79) f =— ds:^r-. sin 2(1 — a), 

, ,, , (GR-f-EQ)sin&) .^ , . 

(79/ ' = ~^^Wr-: ^ sirt2(i -a . 

^'^' EGsm2Ci)sm2a ^ 

Or, en retranchant membre a membre les formules (65) et (65)', et 
en tenant compte egalement des formules (38) et (38)', (64) et (64}', 
on a 

{80) E(i-4=--^' 

\pi P2J sm2a 



(80)' EGsin2w (~-) =- 



2(GR + EQ)sin6 ) 
sin 2 a 



M 
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done, par comparaison avec les formules (79) et (79)', 

(81) /^'i?(l_I-\ sin2(i-a). 

Cette formule et rintroductioDy dans la theorie des surfaces, du rap- 
port ^9 appele torsion geodesique par M. Ossian Bonnet, sont dus a 

M. Bertrand. 

On voit que la torsion geodesique est nulle suivant les sections prin- 
cipales, et qu'elle a meme valeur, au signe prfes, pour deux directions 
rectangulaires. 

15. Au lieu de faire passer une geodesique par les points [u^ v)^ 
[u + duf v-{' d{^)f faisons passer une courbe quelconque tangente au 
plan normal en (i^, f'). La premiere des formules (59), appliquee k 
cetle courbe, donnera, par comparaison avec Tequation (77), cetle 
nouvelle expression de la torsion geodesique 

(82) t = dw -i 

r 

due a M. Ossian Bonnet, et qui a d'importantes consequences. 

V. — Angle de deux normales injiniment voisines. 

16. Proposons-nous do trouver Tangle forme par les normales en 
deux points infiniment voisins (w, v), {u 4- du, v + dv). Si Ton fait 
passer une geodesique par ces deux points, cet angle ne differera pas 
de celui designe par W au n^ 8, et dont la formule (67) donne le 
developpement. En le designant par /i, et en so limitant aux termes du 
premier ordre, on aura done 

ou, en remplaQant — par sa valeur liree de Tequation (81 ) et — par sa 
valeur tirec de I'equation (G7), 

(83) „.= j,ar£25!i(zif) + ^j!!!ii;=Ji)J. 
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On peut remarquer que les deux premiferes formules (Sq) donneof, 
pour la geodesique consideree, 

=(Prf£/-f-Srfi )sini -{-(Rrfw -hQdv)cosi, 

r 

— ={¥du -hSdv)cosi—{l{du -f-Qrfc)sln/, 

P 

d'ou> eu ^levantaucarreet ajoutanty 

(84) /i> = (Prfa-f-8rfi/yH-(Rrfw-+-Qrf(;)'. 

■ 

Summons ^a et dvk Faide des relations (60) et (60)', il viendra 
(85) n»=AM — g; — cos*n-2 — ^ ^ sintcosiH — gj^sinij> 

(85/ n»=^rj^j^[— gj-sinH« + i) + ^-^gQ^s^^ 

Enfin, si Ton fait passer par les deux points (m, r), (a-+- rfw, f^-hrfi') 
une courbe quelconque, les Equations (Sq), appliquees ^ cette courbe, 
donneronty par comparaison avee Tequation (84)9 cette nouvelle ex- 
pression 

(86) n'={d.-'j)',.ds''-2^, 

due ^ M. Ossian Bonnet. 

VL — Courbure gdoddsique. 

17. Une ligne quelconque etant trac^e sur une surface, si Ton projetle 
la courbure de la ligne sur le plan tangent a la surface en un point A 



smcT 



de cette ligne, on obtient une derniere expression relative ^ la 

r 

forme qu'affecte une surface autour d'un de ses points, et dont M. Ossian 
Bonnet a, le premier, signale toute Timportance. Cette expression, nulle 
en tons les points d'une geodesique, a ete designee par M. Liouville 
sous le nom Aid courbure geodesique; nous allons en calculer I'expres- 
sion dans le cas d'une courbe quelconque. 

AnndUi de I'icole Normale, a« Serie. Tome III. * l6 
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Do la troisicmc des formules {^yc)) 

(87) — — sinBT = rf/H-Mrf// -+-Nd(/, 

P 

on deduit, en remplaQant M etN par leurs valcurs (71) et(7i)', daet 
di^ par leurs valeurs (60) et (60)', 



(88) 



sinnj 



rfE 


di\ 


di dv 


du . . 


-7- H- =17; cos / — 


- =;77 Sin/, 


ds EG 


Elf 



rfG\1sln(&)-4-i) 



,oovf sincj di frfw I dE rfG\nsln(( 

88 ' =— -T'-^Tr-- -/--"C0S2&)---) UtA 



sin2(k> 



r^ ' [dG dE\1 sin(&) — 

Lc^i' EsiU2a)\(/// ^^/J Gsin2(k> 



II en resulte que Texpression — - ne depend que de E, G ct co, et 

r 

conserve sa valeur dans les deformations de la surface quin'alterentpas 
COS trois fonctions. En particulier, si Ton circonscrit a la surface une 
developpable le long de la courbe consideree, sa courbure geodesique 
sera ^gale h la courbure de sa transform^e par developpement. 

A Taidc des deux premieres formules (61 ) et (61)', les expressions 
(88) et (88)' prennent la forme remarquable suivante, due a M. Ossian 
Bonnet, 

,0 , ^^ sincj d.Ecosi rf.Gsin* 

(09) tsh— = . 1 

^ p (iv du 

,0 ., T^n • sincj rf.Gcos(6)-4- 1) rf.Ecosfw— /) 

(80)' EGsmao) — ~ -p^ -• 

^' p du dv 
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SECTION III. 

UGNES TRACfeES SUR UNE SURFACE. 



I. — Lignes de courbure. 

18. On Domme ligoe de courbure d'une surface une ligne situee 
sur cette surface et tangente en chacun de ses points k Tune des sec- 
tions principales. Gomme il passe, en chaque point de la surface, deux 
sections principales perpendiculaires Tune k I'autre, il passe aussi, en 
chaque point, deux lignes de courbure tangentes a ces sections et rec- 
tangulaires. Les lignes de courbure d'une surface forment done deux 
systemes orthogonaux dont chacun recouvre entiereinent la surface. 

19. II resulte de la que les equations (64) et (64/ sont, en y rem- 
pla^ant a par t, celles des lignes de courbure : 

t s ^ • ES — GR 

(90) ^^^:,^:=——-, 

, , ._ (ES — GP)coso-f-(GR-4-EQ)sin6) 

(90J langai— (£jj^_ ^pj gi^o^ ^_ (gK — EQ)cosw' 

En developpant, et en tenant compte de la quatri^mc des equations 
(61 ) et (61 y, elles prennent la forme 

(91) (Prfa-4- Sc/v) sini-t-(Rrfa-f-Q Jc)cosi=:o. 

Par comparaison avec la premiere des equations (Sg), on en con- 
clut 

, ds 
aw =^0, 

r 

et, r^ciproquement, on conclut de cette derniere I'equation (91). On 
pent done enoncer le theoreme suivant, du a Lancret : 

L' angle de torsion d'une ligne de courbure d*une surface est la diffe- 

rentieUe de V angle que fait avec la surface le plan osculateur de la ligne 

de courbure. 

16. 
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Et rcciproqucment : 

Une ligne trade sur une surface est une ligne de courbure de la surface^ 
si r angle de torsion est la diffdrentielle de Vangle que fait a9ec la sur^ 
face le plan osculateur de la ligne. 

Si Ton suppose que la courbe soil plane, on a — =o, et, par suite, 

77 = const. D'oii cctte consequence du tbeoreme d$ Lancret, dont 
Joachimsthal a donne une demonstration directe :• 

Si une ligne de courbure d'une surface est plane, le plan de cette ligne 
de courbure coupe partout la surface sous le mime angle, 

Et r6cjproquement : 

Si unplan coupe une surface partout sous le mime angle, V intersection 
est une ligne de courbure de la surface. 

Le thioreme de Lancret exprime, en definitive, que la torsion geo^ 
desique d'une ligne de courbure est nulle en tous ses points, et que, reci- 
proquement, toute ligne dont la torsion giodesique est nulle en tous ses 
points est une ligne de courbure. Les formules (78) et (78)' fournis- 
sent done ces deux nouvelles equations des lignes de courbure 

(92) ESsin'i + (GP-4-EQ)sinicosi + GRcos'i=o, 

(92)' (ES-GP)coswsin'£-[(ESH-GP)sin&)-f-(GR— EQ)cos&)]sinicosi 

— (GR -+- EQ) sinw cos'i = 0, 

qu'on pent d'ailleurs deduire de Tequation (91)9 en en eliminant du 
etdi^. 

II. — Lignes asymptotiques. 

20. On nomme ligne asym^ptotique d'une surface une ligne situee 
sur cette surface et tangente en cbaeun de ses points k Tune des sec- 
tions normales dont le rayon de courbure est infini. Comma il passe, 
en chaque point de la surface, deux sections normales dont le rayon de 
courbure est infini, il passe aussi, en cbaque point, deux lignes asym- 
ptotiques tangcntes a ces sections. Les lignes asymptotiques d*une sur- 
face forment done deux systcines dont cbaeun recouvre enti^rement la 
surface. 5 
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21 . II resulte de la que les Equations (63 ) et (63)' sont, en y faisant p 
^gal Ik rinfini, celles des lignes asymptotiques : 

(93) GPcos'i-f-(ES — GR)sinicosi-EQsin2|zzro, 

(93/ (ES-4-GP)sln«cos»i — [(ES — GP)cosw + (GR-+-EQ)sina)]sinicosi 

- (GR— EQ) cosw sin'i = o. 

En tenant compte de la quatrieme des equations (61) et (6f )\ -elles 
prennent la forme 

(94) (Prfa-4-Srfc)cosi — (Rrfa-f"Q(/i')sini = o. 

Par comparaison avec la seconde des Equations (59), on en conclut 

cosnj=»'b, 

eU reciproquementy on conclut de cette derniere Tequation (94). Par 
consequent : 

Toute ligne asymptotique d'une surface a, en chacun de ses points j son 
plan osculateur tangent a la surface. 

Et reciproquement : 

Touie ligne tracee sur une suiface, dont le plan osculateur est, en 
chacun de ses points, tangent a la surface^ en est une Ugne asympto- 
tique. 

Les Equations (90) et (90)' rapprochees des equations (93) el (93/ 
montrent que les angles^ formes en un point par deux lignes asympto- 
tiques, sont bissectds par les deux lignes de courbure qui se croisent en ce 
point, 

Les lignes asymptotiques seront reelles, si Ton a 

RS--PQ RSj-PQ 

EG ^""^ EGsin2a)^''' 

c'est-a-dire, en sereportant aux equations (68) et (68 )\ si les rayons 
de courbure principaux sont de signes contraires au point considere. 
Elles seront imaginaires, si ces rayons de courbure sont de meme 
signe. 
Toute surface ou portion de surface pour laquelle les lignes asym- 
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ptotiques sent imaginaires, est dite convexe; elle est dite a courbures 
opposieSf lorsque les lignes asymptotiqu^s sont reelles. 

22. Considerons sur une surface une courbe dont le plan osculateur 
en un de ses points A contienne la tangente k Tune des asymptotiques 
qui passent par ce point. La deuxifeme des equations (Sq), appliqu^e k 
cette courbe, donnera 

COSCJ 

et, r^ciproquement, si cette equation est satisfaite en un des points de 
la courbe, c'est que le plan Osculateur en ce point contient la tangente 
k Tune des asymptotiques qui y passent. On en conclut que : 

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tan- 
gente a Vune des asymptotiques qui passent par ce pointy sans itre tan- 
gent a la surface^ a en ce point A un rayon de courbure infini. 

Toute ligne tracde sur une surface^ et qui a, en un de ses points A, un 
rayon de courbure infini^ est tangente en ce point a Vune des asympto- 
tiques qui y passent, 

Toute ligne, dont leplan osculateur en un point A est tangent a la sur- 
face en ce point, est elle-mime tangente en ce point a Vune des asympto- 
tiques qui y passent. 

En particulier, une courbe tracde sur une surface ou portion de sur-- 
face convexe ne peut avoir aucun de ses plans osculateurs tangent a la 
surface. 

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tangente 
a Vune des asymptotiques qui passent par ce point, sans avoir en ce point 
son rayon de courbure infini, a son plan osculateur tangent en Ad la 
surface. 

III. — Lignes geoddsiques. 

23. Nous avons donne, au n"" 13, la definition et Tequation difieren- 
tielle des lignes gcodesiques, et nous avons fait voir que par un point 
passent une infinite de geodesiques, dont chacune est determinee par 
sa tangente en ce point. Au n*^ 17, nous avons remarque que la cour- 
bure geodisique d'une geodesiquc etait nulle. Nous allons demontrer 
maintenant une importante propriete de ces lignes. 
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De requation differentiellc 
on d^duit, k Taidc des formules ( 7 1 )» 

^.. rfE, dG Gdv 

Gai ^ -:r- an -¥- -: =— = o, 

dv du E 

ouy en introduisant tangi, 

^ . , . rfE . , dG , . J 
Gcosi di — -J- cosidn -¥- -r- sin 1 du ~ o, 
dv du 

ou encore 

,^ E -T- du' 

G cos I ai 4- sin 1 — du = • 

au cts 

tic 

Ajoutons sine ;t- dv aux deux membres, il vient 



dv 



E^du'-^G'^-^du^ 



^ . ,. . , fdG J dG J \ dv dv 

G cosi ai -f- sin « ( -r- rfw -4- -r- ac 1 -- 



» 



c'est-a-dire 

E -7- du^ -^G—- dv' 
a.Gsini=: J 9 

OU 

ds ~ ds 

Or, si Ton considfere une courbe quelconquc tracee sur la surface, ce 
qui rend f^fonclion deu, on a, pour la longueur de cette courbe com- 
prise entre deux points u^ et u^. 



S— r ' \IE' dw -\- G' €iv\ 



et, si Ton fait varier la courbe, 

'"*3(E»fl?M'-4-G'rfv') 



as 



t/f/. 



^.d$ 
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EfTectuant la variation, il vient 

d'oby en integrant le second terme par parties at negligeant ce' qui se 
rapporte aux limites/ puisqu'elles sont fixes, 




lis 



II. 



ds ds 



II en resulte que, pour une geodesique, la variation c^ est nulle, 
en se bornant aux termes du premier ordre ; done 

La ligne la plus courte que Von puisse tracer sur une surface entre 
deux points donnes est une geodesique. 

24. Les formules (89), (89)', auxquelles nous sommes arriv^ au 
n^ 17, nous donnent ces deux nouveiles Equations des lignes g^ode- 
siques 

rf.Ecosi rf.Gcosi 



(95) 



(95)' 



dv du 

rf.Ecos(o) — f) __ rf.Gcos(ck) -h 1) 
dv du 



Elles prouvent que, si, par un moyen quelconque, on a obtenu une 
integrate premiere de ccs equations du second ordre, on pcut, par de 
simples quadratures, arriver a Tequation en termes finis. 

En effet, Tintegrale premiere est une fonction de w, ^, --^ et d'une 

constante arbitrairea, ou, ce qui revient au memo, de w, ^, 1 et d'une 
constante arbilraire a 

F(a, (^,1, a) = o. 
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Tirons i de cette equation et portons sa valeur dans Tune ou rautre 
des Equations (qS), (qS)'; cette equation sera identiquement satisfaite, 
quel que soil a. Done la derivec par rapport a a du resultat de cette 
substitution devra etre egale k zero, et Ton aura, en intervertissant 
I'ordre des differentiations, 

^[Esln(«-.Og = ^[-Gsin(«+/)'^} 

quel que soit a; ce qui prouveque Texpression 

E sin(&) — 1) -^ dii — G sin (&> 4- i) -r- di' 

est une diffSrentielle exacte. Mais Tequation F (a, v,i, oc)=^ o obtenue, 
que reste-t-il k faire? II faut integrer Fequation qui fait connaitre i en 

fonction de ^t-j 

au 

sin(a>-f-i) sin(&) — i) i? . / -v j n • / . -x j 

— 1-- i = — 7— — - ou Esin(w — i)rfw — Gsin(&)4-f)a(/=o, 

Edu (jdv 

et eliminer i entre le resultat de cette integration et Tequation 

F(w, V, I, a) =0. 

Or, d'apres ce qui precede, le facteur integrant du premier membre 
est ^9 et il est connu : la question est done bien ramenee aux quadra- 
tures. 

C'est M. Ossian Bonnet qui a demontre qu'on pouvait ainsi rattacber 
ce resultat k la celbbre theorie du dernier multiplicateur de Jacobi. 
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SECTION IV. 

SURFACES GAUCHES LIEUX DE NORMALES. 



I. — Element d'arc. 

25. Les surfaces gauches formees par les normales a une surface le 
long d*uDe ligne tracee sur cette surface jouent un role important dans 
Tetude qui nous occupe. Pour abreger, nous les appellerons norma- 
lies, iiu nom propose par M. Mannheim dans son £iude sur le deplace- 
ment d* une figure. 

Considerofis une courbe tracee sur une surface, et soient x, y, %' 
les ooordonnees rectangulaires d*un point A de la courbe, U ^9 n les 
angles de la normale en A a la surface avec les axes; les equations de 
cette normale sont 

\— X Y— V Z—z 



cos / COS m cos n 



L. 



L designant la distance qui separe le point 'x^y\ z) du point (X,T,Z). 
Soient, comme precedemment C , z, 3, y les angles de la tangente 
en A a la courbe avec les axes, l« >:• ? ceux de la normale principale, 
X, u, V ceux de la binormale; on a '9 

» Qosx cos/ — cos 5 COS in — cosy cosn = o, 

{q6^ • cos£ cos/ — cost: cosm — cos! cosn =coso, 

/ 

' cos/ cos/ — cosiicosm — cos> cosn = sinsr. 

Des equations de la normale, on tire 

X = x — Lcos/, Y = r— Lcosm. Z = x — Lcosn, 

et« enditTerentiant. 

«/\ - T t/x — cos/ i/L — L </ cos/, 

it\ z= .iV — oosm «/L -- L 1/ cosir, 
i/Z r^ ih —cosn t/L— Lrfcosn. 
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Elevons ces equations au carre, ct ajoutons-les membre a membre, 
nous aurons 

(/a»=A'-f-rfL*H-L'[(rfcos/)^-4-(rfcos/n)»4- (rfcosn)'] 

■+- adL{dx cos I -^' dy cosm -^ dzcosn) 
-4-2L(a:rrfcos/-4- dydcosm -hdzdcosn) 

2 L^L(cos/(/cos/ + cos/n£/cos/n+,cos/i{/cos/i), 



da^ ^tant Tel^ment d'arc de la normalie et ds^ celui de sa courbe direc- 
trice. 
De TequatioQ 

cos'/ -4- cos'm -4- cos*/i =1, 

on tire 

cos / d cos / 4- cos m d cos m 4- cos n d cos » = o. 

Eq rempla^aDt (£r, dy et dz par ^cosa, dscos^ et dscosy^ on a 

dxdcosl -^dydcosm ■+■ dzdcosn 
= ds (cos a rf cos/ -h cos (3 dcosm -4- cosy rfcosn), 

rfrcos/-f-rf^cos/n-T- rfzcos/i:=:rf5(cosacos/4- cos (3 cos m -h cosy cosn). 
La premiere des equations (gti) donne done 

rfarcos/4- djrcosm -h dzcosn = o, 

et differentiee 

cosadcos/-h cosprfcosm4- cosy rfcosn 
= — (cos/rfcosa-h cosmrfcos(3 4- cosnrfcosy), 

ou, en reroplaQant rfcosa, rfcos]3,,rfcos7 par leurs^yaleurs (49)> 
cosarf cos/4-cos(3rfcos/n4- opsy rfcos/i 

~ (cost cos/ 4- COS/J COSW 4 COSC-CC^W) - COSGJ. 

p p 

Pour calculer le coefficient du terme en L', diOerentions les equa- 

«7- 
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tioos (96) en tenaat comptedes formules (49)f nous auroDS 

^ ^ P 

ds 
(96615) / cos^rfcos/-4- cosyjrfcosm+ cosCrfcos» = — sinBjrfojH siam, 

C0SX(/C0S/-h COSurfcOSmH- COSV(/COSII=:COSliJ(/cj COSIiJ. 

^ r 

£levoDS au carrc et ajoutons membre a membre, il viendra 

{d cos ly + (d cos my -h (rfcosw)^= — ;- cos'nj4- Idtn 1 • 

Nous aurons done finalement 

A l*aide des deux premieres formules (59) et des formules (60) et 

(60)', on pent eliminer et -^ > de maniere a avoir d<7* en fonc- 

tion de i'angle 1 seul et des param^tres de la surface ; c'est un calcul 
que nous cfTectuerons daus cbaque cas particulier. On pent neanmoins 
observer deja que le coefficient de dL^ est Tunite, et que celui de ds^ 
est une fonction algebrique entiere du second degre en L. De plus, les 
coordonnees a la surface sont rectangulaires et les parametres u et v 
sont la longueur de la normale et celle de la courbe directrice. 



II . •— Point central. 

26. On appelle point centred d'une normale le pied, sur cette nor- 
male, de sa plus courte distance a la normale infiniment voisine. Pour 
obtenir ce point, il suffit done de faire, dans la formule (97), dL = o, 
et de cbercber le minimum du polynome du second degre 



[(S-7)'-(T)>- 



C0SC7 - 
2 L4-I. 
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On sait, par l*algebre elemenlaire, que ce minimum a lieu pour 

OOSBJ 

(98) U = 



U-7)-^(— ) 



telle est la formule qui donne la distance du point central au point cor- 
respondant de la surface. 

III. — Formule de M. Chasles. 

27. Proposons-nous de trouver Tangle de deux normales infioiment 
Yoisines en deux points d'une meme generatrice. A cet eilet, faisons 
i= o dans la formule (85), il viendra 

puisque E est 6gal a Tunit^. Nous exprimerons que les courbes 
{^ = const, se reduisent k des droites eo ecrivant que leur rayon de 
Gourbure est infini, ce qui, d'apres Tequation (63), donne en tous les 
points de la surface 

P=:0. 

On aura done, en definitive, 

d6'=:K'dL\ 

Les formules (38) donnent 

^ = ^' ^ = 51' * = "§' 
et la premiere des formules (19) 

On en tire, en eliminant N et S, 

G rfL' 
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Mais 



9 



d'oii 



dm _ A ' 
I d'G \ds r. 



et, par suite, 



dm I 
dQ z=z j-J- dL. 

Cette equation integree donne 

dw \y / cospy costg 

tang(0 - const.) = ^ d^Zl^ ~ ^L ' 

(is r ds r 

Si Ton prend pour normale originc la normale au point central, la 
constante est egale a zero (98), de sorte qu'en comptant egalement 
les L a partir du point central la formule precedente devient 



fdns i\' / COSTS 



- 



) 



(99) tango. ^^_^_£_^L. 

(is r 

La propriete qu'elle exprime a ete enoncee pour la premiere fois par 
M. Cbasles. 

Si Ton prend pour normale origine la normale situee dans le plan 
tangent a la surface, on a d =:= o pour L == o^ et la formule s'ecrit 

(100 langO- — 

COSGJ- 

I L 

P 

Elle nous sera particulierementulile sous celte forme. 
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IV. — Plan central. 



i35 



28. On appcUe/^/a/i central Ic plan tangent a la normalie au point 
central. La forroule precedenle va nous permettre de trouver Tangle 
que fait avec la direction de la directrice la trace du plan central sur le 
plan tangent h la surface au point correspondant. II suffitpour celad'y 
remplacer L par la valeur Lo (98); on trouve 



COSCT 



— . .. • 



(,o.) tang^.-^^^P-^^ 



V. — Parametre de distribution. 

1 

29. L'inverse du coefficient de L dans la formule (99) porte le 
nom de parametre de distribution ; nous le designerons par la lettre k. 
Pour en avoir une interpretation geometrique, cherchons la plus courte 
distance dela normale donnee k la normale infmimentvoisine; ilsuffit, 
pour cela, de remplacer dans la formule (97), dL par zero et L par Lo 
(98), on a 

- /^_^V 






^(T)" 



D'autre part. Tangle de d^ux normales infiniment voisines a pour 
valeur (86) 



On en conclut que 

dm I 

/ \ 7 ds r 

(102) Ar=: 



irf7 - >•) -^ (-7-) 



est la limite du rapport de da a n. 
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VI • — Courbure sphenque. 

30. La courbure spberique en un point d'une g^Qeratrice s^obtient 
immediatement k Taide de la formule (70), qui donne 

J« — -.1 rfN 

Ou(27) 

I _ I d'G 

PxPi'' G dU 

RemplaQons le second membre par sa valeur, il viendra 

• 

On peut en conclure que la courbure de la surface varie le long (Tune 
gdndratrice rectiligne dans le rapport inverse du carri de la perpendicu- 
laire menee a cette generatrice et terminee a la gdneratrice infiniment voi" 
sine^ resultat du a M. Ossian Bonnet. 

En remplacant L par Lo (98), ce qui fournit la courbure de la nor- 
malie au point central, on trouve Tinversedu parametre de distribu- 
tion (102). 

En faisantL= o, ce qui fournit la courbure de la normalie en son 
pied, on trouve la torsion geodesique de la surface directrice corres- 
pondant k Tazimut de la direction suivie. 



VII. — Courbes des segments normaux. 

31 . Concevons, avec M. Laguerre, que Ton porte sur les generatrices 
de la normalie, a partir de la surface donnce, une longueur L fonction 
de la position du point sur la directrice. Soient A et A' deux points 
infiniment voisins de cette directrice, T et T' les angles que font avec la 
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corde AA' les segments L et V portes sur les normales en A et A', nous 
allons calculer Texpression 

AA'(LcosT4-L'cosT') 

ordonn^e suivant les puissances croissantes de ds. 

Soienty k cet effet, /, m, n les angles de la normale en A k la surface 
ayecles axes; on a (8) 

ix = I, cos a -+ I, cos^ -4- 1, cosi, 

iy — I, C0S(3 -f- Ij cosy, H- IsCOSfJt, 
. iz=I,C0Sy4-l2C0S?4-l3C0SV, 

Ii» Uf Is designant, pour abreger, les expressions compliquees infini- 
ment petites du premier, du second et du troisieme ordre qui sont tout 
au long au n^ 8. On en tire 

AA'cosT = I,cosacos/ "i-I,cos^cos/ -l-IaCOsXcos/ 
I,cos(3cosm 4- IiCOsyjcosm-f-IjCOSfxcos/n 

1, cosy cos W -hlaCOSCcOSn -l-IaCOSVCOS/l, 

et, a cause des formules (96), 

AA' COS T = la cos ©-4- IsSincj. 

Soient l\ m', n' les angles que fait la normale en A' a la surface avec 
les axes ; on aura 

AA' COS T' = Ii ( COS a COS /' 4- cos (3 cos m' -h cos y cos n' ) 

I,(cos5 cos/' -hcosT} cosm'4-cosScosn') 
l3(cosX cos/' -h cosfxcosm'-Hcosvcosw'). 

Mais 

cos/' =COS/ -f-rfcOS/ H rf*COS/ -4-..., 

I .2 

cosm'= COS m + (/cos mH d^cosm-h. . . , 

1 .2 

cos/i' =cos/i -f-Jcosw -\ rf'cosn -+-..., 

1.2 

AtuuUet de I'tcoUs Normale, 2^ Serie. Tome HI. 18 
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d'oii 

AA'cosT' = I,l cosadcos/-*- cosp dcosm -+- cosydcosn 

-+- — (cosaflPcos/+cospd*cosiin- cosy rf* cosh) H-... I 

+ li| cosaT + cos(^cos/ + cosYi(/cosin^co8C<'cosii 

4- — (cos5(/*cos/4-cosy)rf*cosiin-cosCrf*cosn)H- .. I 

1.2 J 

-f-Ia siniD + cosXdcos/4-cos/jidcosm + cosv</cosn 

-f-— (cos Xrf* cos/ -h cos fx(/» COS m-f- cos v/i' cos »)-+-... I- 



On a trouve plus haut (96 bis) 

cos(xd cos/ 4- cosp dcosm + cosy dcosn= cosgj, 

(io4) I cos^rfcos/H- cosy)(/cosm + cosC(/cosn= — sincjc/GjH — sincjy 

cos%(/cos/ 4- COS|LlrfcOS/n -f- cosv </cosn=coscj(/Gj cosgj. 

Differentions la premiere de ces equations, il viendra 

cos a d^ cos / + cos (3 d^ cos m 4- cosy (/* cos n 
= — (rfcosa rfcos/ 4- rfcosp rfcosm4- cf cosy ^cosn) 

— rffC0Sinc?--4 sinus dts3. 

P P 

Maisy en yertu des formules de M* Serret, 
{/cosa{/cos/4-(/cos(3(/cosm4- d cosydcosn 

= ■— (cosE(/cos/4- cos yj dcosm 4- cosC(/cosw) = — — siniij(fcj4 sinci. 

d'oii 

(io5) cos a rf' cos/ 4- cos (3 rf' cos m 4- cosychcosn 

1 2 ds ds^ 

= — rffcoscjd- -\ sintadw— — sioo. 

9 9 rp 
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DiffiSrentions la seconde des Equations (io4)» il viendra 

cos5 d*cos/ -+- cosm d* cosm 4- cos^ rf' cos/i 

= — (dcos^rfcos/ H- rfcosyjrfcosm + rfcos^rf cosn) -h dssinwd" 

H cosfsj rffsj — cosfsj dxts^ — sinxtsd^uj. 

r 

Mais, en vertu des formnles de M. Serret, 

rfcos^rfcosZ-f rfcosyjrfcosm 4-rfcos? dcosn 

= COSwrfe-4-rf^' (-;-+- -J COSTSJ, 

d'oii 

(io5) cos|d»cos/4- cosy)rf' cos /in- cos? rf* cos /i 

= — cos© rfw'— sincrrf'w H coscjrfw 

r 

dssinwd rf5* { — -h - ) cosTSj. 

r \p' r'/ 

Differentions la troisieme des equations (i 04 )• il viendra 

cos X rf" cos /-+- cos /xrf* cosm h- cosvc/' cos/i 
= — (rf cosX rfcos/ H- rf cos/x rfcosm -♦- rfcosv rf cosn) — slnmdm* 

-f-cosfsjcf gjh — sinwrfw— rf-scosisjrf-* 

r r 

Mais, en vertu des formules de M. Serret, 

•A 

ds ds^ 

rfcosArfcosZ-f-rfcosu (/cosm-+-rfcosv (/cosii = sincr^/fsjH — rsincr, 

d'ofc 

(io5) cosArf'cos/-+- cos /x rf* cos m-+- cos vrf* cosn 

= — sinwrfw^-f-costnrf'wH simsjcfv — ^^^coststi/ r slncr. 

r r r* 

18. 
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DifTereDtions la premiere desequations (io5), il viendra 

cosad'cos/-h cosprf'cosm 4- cosy rf' cos /i 

= — (rfcosac/*cos/-f- rfcosprf'cos/w-+-rfcosyrf*cosn)— dscosmd^ - 

r 

H sinwrf'GjH cosx3dny^-\- 3 els sinm dwd- 

9 9 9 

ds^ - ds^ , ji ds* . J I 

C0ST«7aGT sincja sinwa -• * 

rp r 9 9 r 

Mais, en vertu des formules de M. Serret, 

rfcosarf*cos/H-rfcosprf*cosmH- rfcosyfl?'cosn 

ds 
= — (cos^rf' COS/-+- cosyj cPcosmH- cos?rf'cosn), 

r 

6u, a cause de Tequation (io5), 

d cosa d^ cos/ 4- d cosp rf* cosm 4- d cosy rf' cosn 

rf5 , , ds , ,, arfi* , 

= COSTS axTt sincja'GjH coswdxis 

p p rp 

ds^ , ,1 ds^ (i I \ 

p r p \p» r'l 

d'oii 

(io6) cosarf*cos/H- cosprf^cosm-hcosyrf'cosn 



3f/5 



, , 3rfs . . 3^5' . ids^ , J I 
coscjacr' H smxsd^m cosmdxs smrsd- 



p p rp .p 

H f - H — , ) coscj — dscosxsd^ -4-3 dssin cj dwd svamd - • 

p \p> rV p p r p 

DifTerentioDS la deuxiiSme des equations (io5), il viendra 

cos$rf*cos/4-cosyirf*cosm -4- cos?rf*Cosn 
== — (rf cos^rf^cos/4- rf cosyj rf^ cos/]?? -f: rfcos^rf* cosn) -4- sinw dnj* — sincjiJpcy 

2 ds 2 ds I 

— '^cosmdmd^m -\ cosxjsd^m sxnm dm^ -¥ ds sinw d} - 

r r r 

I / 1 I \ ?. ds"^ 1 5t crs* I 

-h Zdscosmdmd- -hds* (-r + — , 1 sincjdcj — '■ — coscjrf '■ — coswd-- 

r \p' ry p p r r 



sincT 
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Mais, en vertu desformules de M. Serret, 

dcosld^cosl -h dcosYi rf'cosmH- dcosH^d^cosn 

= (cosad*cos/-i- cos(3c/'cosm -4- cosyrf'cos/i) 

r 

(cosArf'cos/H- cos/jtrf*cosm -f- cosv rf^cosn), 

ou, k cause des Equations (io5), 

■"{ 

Jcos^ rf*c6s/ -4- dcosm d^cosm-hd cos? (P cos/i 

p p \p» rV r \p> rV 

ds . J ^ ds ,, rfi' ,1 

H SinGTOGj' COSTSja'TSJ H COSTSja-; 

r r r r 

d'ou 

(106) cos5d*cos/-4-cosyjrf*cosm n- cos^^Pcosn 

= sinf«jrfBj*— -sinrorf*©— 3 cosGjdwrf'w-4- S^^cosGre/fsj^T- 

r 

, . ,, I 3ds . , , 3rf5 . 3ds* ,1 

-+-a«sinT!ja' tsiriTSjacj'H coswd^ts cosujd- 

r r r r r 

. ri^J^ >\ . ^ 3&» .1 ds' [l l\ . 

-f-3(wM-; -f--:) sinwacj cosxad (-- h — ) sinw. 

\p* rV r p r \p» ry 

DifferentioDS la premiere des equations (106), il viendra 

cos a rf* cos/ 4- cos (3 rf* cos m + cosy J'cosn 

= — (rfcosad»cos/-f-rfcosprf'cosm -f-rfcosvrf'cosn) -4-^ — cosm dwd 

s\nmdjs^-\'&dscosmdm^d—\ sxnxjsd^m'^&dssxnjsd^md ~ 

9 9 ^ 9 

3A> ., 3rf5» . , , 4rf5» , ,1 5ds^ . .1 
cosmd^x3 H sinnjacT* coscrafsja coSfSjaGja - 

rp rp r p p r 



»TiJ 



Sin 

P 



crrf* 3(/^'SinfSJt/- rf l-;-*--;) sinBrrfcT 

r r p p \p* r'/ 

/ 3 I \ 12 fl^5^ I I 

A* |-r4- —1 coscrrf-H cosTSjrf ds costs d*- 

yp" ry p rp r p 



idssinxssdtnd^ sinijjrf*- 

p r p 
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Mais, en vertu des formules de M. Serret, 

^cosa rf»cos/ -4- d cosp rf» cosm -h d cosy rf» cos n 
= — (cosE J^cosZ-t- cosyjrf'cosm-f- cos^rf^cosn), 

ou, ^ cause de T^quation (io6), 

rfcosarf»cos/-f- rfcos(3rf*cosm -f- dcosy d*cosn 

ds . B ^ ds . - 3ds . ., Srfj* J j< 

= — sinuj dts^ sincja*Tij costs drs a^rn H coscracja - 

P P P P *• 

H sinGja' sinm dtn^ -\ costs d^m coscjd - 

p r rp rp rp r 

p \p' r'J p' P f-p W ^ / 

d'ou 

(107) cos a rf* cos/ 4- cos prf* cosm -h cosyd*cosn 

= COSTS dT3 d^Ts — - — sinGjrfcj*-!- 6 ds cosuj dTs* d - 

P P P 



ids . J. n J » J, 1 I 6^5* - 

'\-- — .sinT!ja»cj-4-6a5SinGja*nja cosfSja'CT 

P P '•P 

H siDGJ acj' COSCT acj tf COSfSJ ajs a - 

rp r P P '' 

sincja' Sa^'sinnja-a -^ — ( t + -;1 sincjacj 

p r r p p \p* r'/ 

J , /6 I \ • I 5(/5* . I . J, I 

-4- w( - -f- — ) cosm a- H COSTS d ds costs d*- 

\p* r^J p rp r p 

f J * J j.^ ds' , j^\ ds* f I I \ . 

-h ^dssiiiTsdTsd^ sin Gj a' --+--:- -,-+--: sinw. 

p r p rp Vp' rV 



On a enfin 



2 b 



Portons \es differentes valeurs que nous venons d'obtenir dans Tex 

pression 

AA' (LcosT-f-L'cosT'), 
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il viendra, en s'arrStant aux termes du cinquieme ordre» 



4- 



di 



r I sincT dm costsj p sinrsj J , ^ dL costs , 

2p £f< 6 ds 3rp/ rfi ap 



di d'l 



. I slncT cPp coscy c/gj' sincj rfw p cos® p 



rfL ( 8in{9 di© c oscj p ^ sin© 

3 c/^ 6rp 



dL I 8in{9 ^ ^ 
d$ \ %p ds 



ds ds 12 </«' 




C0SG7 dvj sincT p 


smcT r 
6p ^ 


. d'L COSBT . 
"' ds^ 4p 





d- d*- dl d- . ., rfi . , 

COSGT p C0SI3 p COSCT COSCT r COSCTaraa'nr COSBT pdm' 

4op' f/5 4^ ^** 120 r* ds 3o rp f/s 4p ^* ^** 6 as ds* 

sinxn dis^ iisincj r p sincj p 7sinGj r sinT«7 a'cr 

I2p ds^ 120 (/j (/^ 20r ds* I20p ^5' I2p {/5* 

sinT«7 p d^Ts COSTS r dxs sincj dxs sincj ^/ccr sincr (A;? p 

6 d!$ d^* 8p ds ds 24p* rf^ 2^r*p ds 8 ds ds* 

sinc7 rfcT* coscy (/'gt cosgt p ^^gt sinisj sIiig; 



i2rp ds* 12 rp ds* iir ds ds 6orp* 6or*p 



d- ' rf- 

dL ( cosGj dm* sinGJ rf'cj singy r sinGj p rfro 



4p ds* 4p ^' ^P df 3 ds ds 



di 



d*Ll smcy d® cosgj _p sincr j , ^ d*L cosct . ^ 
"'^ 4p rf* 6 d* 12 rp/ "d? i2p 



ds' 



ds' 



d'i . dl , ^ 

COSGJ p SincJ p COSGJ «BT COSGJ COSGJ . , ^ 

8~ ds* i2r ds 6rp ds 24 p* ^r*p/ 
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. II est facile de voir sur ce developpement que le coefficient du terme 
en ds* est la demi-derivee par rapport a 5 du coefficient du terme en ds*, 
et que le cofficient du terme en ds* n*est pas uniquement fonction de 
celui du terme en ds^. 
En posant 

(100) K = L \ -J ^ — -f- — ; , > 

\ !ip as 6 as 3rpy ds 2p 

on a done 

(109) AA'(L COST -I- V COST) = K rfs' 4- - ^rfi* -4- . . . . 

^ ' 1 as 

D*ou cette conclusion, due a M. Laguerre C), querexpressionci- 
dessus est generalement du troisieme ordre; mais que, lorsqu'elle est 
d'un ordre superieur au troisieme, elle est au moins du cinquieme. 

32. Pour que K soit egal a zero, il faut et il suffit que L satisfasse k 
Tequation differentielle 

d\j 2p rf5 ( sincj dm cosw p sincr 



OU 



L cosiEF \ ip ds 6 ds 3rp 

flL ,2 ds 1 ,1 
-V- =r langcj aGj — ^ tangcj o P"- 



OU 



/ X dL ^ f J ^ ds\ I dp 

(MO) _ = iaiige(^rf^-3-j+5-^ 



• J f 



OU, en integrant, 

(ill L = — ^^ e ^'^ "^ 7 

^ ' COSGJ 

C etant une constante arbitraire. 

La valeur du segment L etant determin^e par cette relation, on aura 



(') Bulletin de la Socicte PhilonuUhique de Paris, t. VII, p. 49; 1870. 
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alors eette proposition que I'expression (109) en chacun des points de 
la directrice de la normalie sera une quantite intiniment petite du cin- 
quifeme ordre. 

C'est aux courbes tracees sur la normalie^ et correspondant aux dif- 
ferentes valeurs de la constante G dans I'equation (i 1 1 )» que nous don- 
nerons le nom de courbes des segments normaux. 

33. L'^quation (no) se presente sous une forme plus commode, en 
introduisant le rayon de courbure R de la section normale tangente 2i 
la directrice de la normalie. On a, par le th^orfeme de Meusnier, 

p = R COSGT, 

d'oii 

dp == cosfsj ^ — R sinfsj(/fsj> 

et 

rfp rfR . , 

-i- = -=r tangGj dm, 

p R 

Substituant.dans Tequation (no), il vient 

rfL I rfR a^ / . ds\ 

(.la) -^ = ^_4-5langTiT(^rfnT-~j. 

Or, pour une g^od^sique, tang o = o, et pour une ligne de courbure 

dm ^= o; r^ciproquement, le produit tangtir [drs — yj ne s'an- 

nule que pour une geodesique et pour une ligne de courbure. Ges deux 
genres de courbes sont done caract^rises par cette propri^t^des norma- 
lies auxquelles elles servent de directrices, que 

rfL I rfR 
(ii3) -r = ^-ir' 



L 3 R 



ou, en integrant, que 



(ii4) L = c;^R, 

G dtoignant une constante, c*est-k-dire que, dans les deux cas, la va- 
leur du segment normal est proportionnelle k la racine cubique de R. 

Amuihi d€ VicoU NormaU. a* S^rie, Tome HI. 19 
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Gette propriete g^ometrique, commune aux geod^siques et aux 
lignes de courbure, a ete decouverte par M. Laguerre (*); elle corres- 
pond a Tequation differentielle du second ordre donnee par Joachim- 
sthal. 

Quant aux asymptotiques, Texpression (io8) montre que L doit etre 
constamment nul; de sorle qu'uneasymptotique tient lieu sur la nor- 
malie correspondante de toutes les courbes des segments normaux. 

(La suite prochainement, ) 



(') Loc.cit. 



NOTE 



sua LB 



CALCUL DES ACCMRATIONS DES DIVERS ORDRES 

DANS LE JtfOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE GOURBE GAUCHE, 

Par M. bouquet, 

PROFBSSBUB A L4 FACULTY DES SCIENCES DE PARIS. 



Une courbe gauche est compl^tement d^termin^e, abstraction faite 
de sa position dans Tespace, lorsqu*on donne les valeurs du rayon de 
courbure et du rayon de torsion, en un point quelconque M de cette 
courbe, en fonction de Tare OM = s compte ^ partir d'une origine 
prise sur la courbe. Supposons qu'un point ""mobile parcoure cette 
courbe et que Ton connaisse I'expression de Tare s en fonction du 
temps; il est clair que les valeurs des accelerations des divers or- 
dres, en chaque point| de la courbe, sent ^galement d^termin^es. 
L'objet de cette Note est d'exposer une m^thode simple pour calculer 
ces accelerations k Taide des donn^es indiqu6es. 

Imaginons, pour un instant, les points de la courbe rapportSs k trois 
axes de coordonnees rectangulaires, disposes de fa^on que, pour un 
observateur plac6 sur OZ, la rotation de OX vers OT s'effectue 
dans le sens direct. Menons en un point quelconque M de la courbe : 
i^ la tangente MT, dans le sens ou Tare s va en croissant; 2^ la nor- 
male MN, qui passe au centre de courbure; 3^ enfin une normale MN« 
au plan osculateur, et dans une direction telle que, pour un observa- 
teur place sur MN«, la rotation de MT vers MN ait lieu dans le sens 
direct. Soient (a, ]3, y), (a', jS', /), (a'', ]3", 7") les cosinus des angles 
que ferment avec les trois axes les directions MT, MN, MN|, p le rayon 
de courbure, pt le rayon de torsion affecte du signe + ou du signe -^, 
suivant que la droite M'N'^ , relative a un point M' voisin de M et deter- 
mine par un accroissement positif de Tare, fait avec MN un angle aigu 

'9* 



i 
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ou oblus. On salt que les neuf cosinus v^rifient les relations 



ldx_a' 
idt p ' 


lda'_</ 
ids "~ p, ' 


J57 p' ' 


\ as pi 


I rf» p'' 


\ tls p, 



(0 n?='^' (»)r^=^ (3) 



rfa' 
ds- 


P 


~P' ' 




P 


p. 


ds ~ 


P 


p< 



tr^s-utiles dans I'^tude des courbes gauches. 

Differentions plusieurs fois de suite, par rapport k 5, ces formules, 
ety apres cliaque differentiation , remplacons dans les seconds membres 
les deriv^es des cosinus par les valeurs pr^c^dentes. Puisque les cosi- 

dx ttT* di 

nusa, ]3, y sont 6gaux respectivement ^ w^' ^' ^» il est Evident que 

d*jp cf'y* d^ 2 

Ton obtiendra pour -^j -^» -^ des expressions de la forme sui- 
vante : 

d*X . w* t . w" » 

-^ = Li,a H- L„ a' -f- Ln a , 
(4) |^=:L»p4-L;p'4.L:p^ 

L«, L'„ » L^ renfermant p et ses d6riv6es jusqu'k Tordre n — 2, p^ et 
ses deriv6es jusqu'k Tordre n — 3. 

Remarquons que, si Ton prend pour axes les droites analogues k 
MT, MN, MN| relatives au point 0» il faudra, pour obtenir les valeurs 

d^x d^y d^st 

de -^> -J— 5 3^ e*^ ^® point, faire dans les formules pr^c^dentes 

a = j3' = /=i, a'=a'' = j3 = j3" = 7 = yc=:o, puis remplacer dans 
L^, L'„, L^ la variable s par z^ro; d'oti il r^sulte que, si Ton d^ve- 
loppe les coordonn^esor, j^, z suivant les puissances de Tare, on aura 

. = (L.).i + (L,).Jl-^(L.).^3-.(L0.^H-.... 
. r = (L'.)/-H-(L'.).f^+(L'.).^ + (L'J.^ ...... 
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les valeurs des fonctions L jusqu'au quatri^me ordre etant 

¥ *f ¥ * f ^ ^P 

L, = 1, L, = o, L,---, L4= -jj* 

-,_ f — ' f— ' ^P r— ^ d'p ti /dp\ I I 

L| = 0, L«. = 0, Li.== » l-»4= -; — -T- H r -5- • 

' ' • ppi * p'pi fi^« ppf ds 

L'expression de z montre que, pour une valeur positive trfes-petite 
de $f le signe de cette coordonn^e est contraire a celui de p^. Or, dans 
le voisinage d'un point quelconque, on peutassimiler I'arc de la courbe 
k un arc d'h^lice ; on en conclut que la valeur de Pf en un point est 
positive ou negative, suivant que Tare de la courbe, dans le voisinage 
de ce point, est dextrorsum ou sinistrorsum. 

Prenons maintenant les formules 

dx dx ds dx djr djr d$ dy dz _dz ds dz 

di'^'di di'^ds^* li^'Hs Tt^ds^' Ti '^'di di ~' ds ^' 

et diff(§rentions chacune d'elles plusieurs fois de suite par rapport a i: 
on a 

d^x d^x ^ dx dv 

rf> '^ISF^ '^ds di' 

d*x d*x . ^ d^x dv dx i/»(/ 
dt^ d^ d$' dt^ ds dv ' 



de m£me, 



rf*r rfV , dy dv 
dt' ds' ^ ds dt' 



et 



d^z _ d^z J dz dv 
IF'^W^ '^dsdi' 



Si Ton remplace dans les seconds membres les dMv6es-^9 -^9 

df z d^x ii*y d'*z 

T-j- par leurs valeurs (4)> on obtientpour -^> -j^9 -^ des expres- 
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sions de la forme 



(5) 



^ = G.y-^G;/-4-G:y% 



dans lesquelles G^,, G'„, G^ renferment p et ses d^rivees par rapport a s 
jusqu'k Tordre /i — 2, p, et ses deriv6es par rapport ^ s jusqu'k Tordre 
/I — 3, enfin v et ses deriv^es par rapport k / jusqu'k I'ordre n — • i. 
SupposoDs> comme pr^cedemment, que les axes soient les droites MT, 
MN, MN| relatives au point 0, on aura 

(^)='«-'" (^).=«)-. (^)=w)-> 

c'est-a-dire que G,,, G'^,, G^ sont les projections de racceleration de 
Tordre n — i sur les trois droites MT, MN, MN,. Voici les valeurs de 
ces projections pour les trois premiers ordres : 

1" ordre. < — > a^ ordre. { -^t: i-r-^s 

» p \ p at p^ as 



o; c'; 



pp. 



d'v 



V 6 ^dv 3 dp 
» p' dt^ p» ds ' 



do p' 
3 ordre. j p " rf^, + p ^^^^ j p,^^, j " rf/ + [ p' «&' ^ f \ds) p' ^ J *^' 

pp, dt Lp'p, </« ppl dt \ 
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LACCELERATM dans LE DfiPLACEMENT 

D'UN SYSTfiME DE FORME VARIABLE, 

Par M. DURRANDE, 

PROFBSSEUB A LA FACULTY DES SCIENCES DB RENNES. 



1. Dans un M^moire precedent ('), je me suis occupe du deplace- 
ment d'une figure qui subit en meme temps une deformation homo- 
graphique, c'est-k-dire d'un systfeme de points dont les vitesses sont 
des fonetions lin^aires des coordonnees de chacun d'eux. Dans ce pre- 
mier travail, je n^ai considere que les relations entre les vitesses des 
divers points du syst^me; ces relations sont deja assez remarquables 
pour fixer un peu Tattention. Enetudiant les propri^tesdudeplacement 
d'un systeme dont les deformations sont soumises a la loi de Thomo- 
graphie, je dois forc^ment retrouver tons les th^oremes donnes par 
M. Ghasles sur le deplacement d'un corps solide. Les lecteurs de 
mon premier M^moire ont pu remarquer avec quelle simplicity j'ai 
pu deduire toutes les relations entre les vitesses des divers points 
d'une figure geometrique de Texpreslfton qui donne la vitesse d'un 
point estimee dans une certaine direction; cette meme formule m'a 
^galement fourni une solution extrdmement simple du probl^me qui a 
pour objet la determination des param^tres du deplacement d'un sys- 
teme lorsqu'on connait en grandeur et en direction les vitesses de 
quatre points donnes. 

Le second travail, que je pr^sente aujourd'hui, a pour objet I'etude 
de I'acceieration dans le systfeme considere du Memoire precedent. Je 
montre d'abord que I'acceieration totale d'un point du systfeme peut 
etre consideree comme la resultante de trois accelerations partielles, 

(*) Annaks sciemifiques de l^Ecole Normale sup^rieure, a* serie, t. Of p. Si. 
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savoir : i^ une acceleration commune k tons les points; 2^ una accele- 
ration relative a Torigine, qui depend des paramMres de la deforma- 
tion et qui fait Tobjet principal de cette seconde etude; 3^ Tacceiera- 
tion relative k Torigine dans le cas oil le syst^me serait solidifie. 

Dans la premiere Partie, on a vu que la d^rivee logarithmique du 
rayon vecteur, ce que j'ai d^signe par £ et qu'on pourrait appeler le 
coefficient de diformation du premier ordre, joue un trfes-grand role ; sa 
variation est representee par une surface du second ordre que j'ai ap- 
pelee deformatrice. Ici nous aliens rencontrer une grandeur analogue, 
qu'on pourra appeler le coefficient de diformation du second ordre, et 
dont la variation, plus compliquee que celle de £, sera donn6e par une 
surface du quatrieme ordre en general. 

Je donne le nom de seconde ddformatrice^ non pas & cette surface du 
quatrieme ordre, mais k une surface du second degre, qui a les mdmes 
axes principaux que la premiere deformatrice, et qui joue le meme 
role dans Tetude de Tacceieration. Ainsi la composante de Tacceie- 
ration qui ne depend que des parametres de la deformation est nor- 
male en chaque point k une surface homothetique k la seconde defor- 
matrice et proportionnelle k son demi-parambtre differentiel du pre- 
mier ordre. 

Dans le cas oil Ton suppose le syst^me depourvu d'un mouvement 

general de translation et de rotation, et soumis uniquement k des di- 

formcuions staUques, la demi-derivee du carre de la vitesse est le pro- 

duit des deux demi-parametres differentiels des deux deformatrices par 

le cosinus de Tangle de leurs directions. 

On remarquera que je n'insiste pas sur les proprietes qui resultent 
de ce quelescomposantesdes accelerations totales ou partiellessuiyant 
les axes sent desfonctions lineaires des coordonnees; ce serait repeter 
ce que j'ai dejk indique dans le premier travail sur les vitesses. 11 n'est 
pas difficile de voir, par exemple, que les points du syst^me pour les- 
quels Tacceieration totale oil Tune des accelerations partielles est la 
meme sent situes sur des surfaces du second ordre; et cela serait vrai 
pour les accelerations des divers ordres ( ' ). 



(* ) Les principaux r^sultats contenus dans ce travail ont para di\k dans une Note inserfo 
aux Comptes rendus de rAcad^mie des Sciences, novembre 1S72. 
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I. — Expressions des composantes de FaccSlSration. 

2. Nousavons trouve(p.77du premier Memoire), pour lesexpressions 
desvitessescomposaDteSy dansle cas oiile systeme n'aaucun point fixe: 

dsc 

(i) ^"di"^ rx -hety—pz-t-ut, 

dz 

En diffi6rentiant de nouveau les Equations (i) par rapport au temps, 
on aura 



d^z , . 

ai- 



en posant, pour abr^ger, 



,. dui 

(3) \ '; = rw, 4-ejMa — pM, 4- -^j 

J| = — qUx 4- pWa -+- f,M3 -f- -^ J 

j; =-g(ei-4-e,)ar4-p{6,-+-e,)+7(e; -4--^j ^; 

AnnmUi d€ VteoU Normak. a" S^rie. Tome III. ao 
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PosoDS encore, pour abr6ger recriture, 

P = p(e, + e,), Q = 9{e.+ e.), R = r(e, + e,); 

t 

les expressions des J' deviennent 

(6) j;= Rj:4-C,7-Pz, 

(j', = — Qjt-hPj-hCi*, 

Quant aux T^, on pent aussi les ecrire d'une mani^re assez simple; 
en efTety on a 

& d^signant la distance du point (a?, y, z) au plan 

px -^-qy-h rzz=z o, 

perpendiculaire k Taxe de rotation^ on voit que 

px -H qy-^ rz = dw, 
d'oii 

(7) { j; = &)» [3cos(&),r) -rJ -*-^ 57 - ^jI' 

Lesformules (2) expriment que Tacc^l^ration totaled'un point du 
syst^me se compose de trois parties :. 

i^ L*acceleration Jo, commune k tons les points du systbme; 

a^ L'acceleration J', due a la deformation; 

3^ L'acceleration V, qui serait celle du systeme solidifi^, pivotant 
autour de Torigine. 

3. Les composantes de Tacc^Ieration totale, comme celles des acce- 
lerations partielles J^ Y^ comme aussi celles des vitesses, sont des 
fonctionslin6airesdescoordonn6esdu point. Par suite, toutes les rela- 
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tionsy tous les tb^orbmes d^duitsde cette forme lin^aire, trouv^spour 
les vitesses» s'appliqueront aux accderations ; tels sont en particulier 
les th^oremes demontr^s au paragrapbe IV de mon premier Memoire, 
et les discussions relatives k Texistence d*un centre ou d*un axe des 
vitesses (**). 

Je laisserai done de cdt^ tout ce qui concerne les centre et (ixe d'ac- 
cd^ration, pour m'occuper tout specialement de T^tude de la partie J' 
de Tacc^leration qui depend de la deformation du systbme. 

II. — Des paarxmitres qui enirent dans les expressions 

des composantes de J'. 

4. Si Ton se reporte aux Equations du groupe (6)» on remarquera 
sans peine la parfaite analogic de forme des expressions de Jl, J'^, J'^ et 
de celles des vitesses relatives k Forigine. Ges equations renferment 
six parametres Cu ^a» ^t> P> Qi Rf dont nous aliens chercher la signi- 
fication. 

5. Varicuion de[c. — Les trois parambtres d, ^a> ^t sont ^videm- 
menty d'aprbs leur definition, les trois valours principales de la quan- 
tity definie par la relation 

de 

Or, en d^signant par p le rayon vecteur, on sait (premier Memoire, 
p. 86) que 

I do 
p at 

d'ou 

* _ _ i ^^\'+ 1 ^ — ,. + i £!£• 

dt ~~ p* \dt) '^p dt'~ ^ p rf/' ' 

p dt' 



» 



( * ) On pourra voir toutefois dans los Compies reAdus de V Acadimiedes Sciences (s^noe 
du 1 3 avril 1 874 ) une Note 0(1 j'indique la demonstration d'nn certain nombre de propriety 
gtom^triques du d^placement dependant ^ la fois des vitesses et des accelerations. Telles 
sont les questions relatives k la distribution des plans osculateu aux trajeCtoires des divers 
points et des normales principales. ( Voir la Note plac^e ^ la Gn de cette etude.) 

ao. 
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On voit done ainsi que ^ pent Stre considdri comme le coefficienl de 
V accdldration de diformation liniaire dans la direction du rayon vec- 
teur{*). Cette quantite joue done, par rapport k racc616ration, le mSme 
rdle que £ par rapport k la vitesse. 

Nous avons trouv^ (p. 88 du premier M^moire) que si (ct^jS^Y) son! 
les angles d'une direction avec les axes coordonn6s reclangulaires, la 
valeur de e qui correspond k cette direction est donnee par la forniule 

6 = 6, COS'a 4- St COS*P -4- 6, COS* y, 

qui exprime que e varie en raison inverse du carre du rayon vecteur 
d'une surface du second ordre au centre 

k laquelle j*ai donn^ le nom de diformatrice. II est naturel de se de* 
mander s'il n'existe pas pour C un mode analogue de representation. 

Pour le decouvrir, reprenons les formules (lo) (premier Memoirs, 
P-89) 

e cosa H- B cos^ = ei cosa — r cosp + q cosy, 
ecosP4-flcosiQ= rcosa -+- 6» cos p — /? cosy, 
ecosy -+- ecos$= ~ q cosa-f-pcos(3 -v-ejcosy, 

/>, q^ r Stant les projections de la vitesse angulaire &> sur les axes; on 
pent, en introduisant les angles {^\ iqS ^') que la normale au plan 

(/9ci)) fait avec les axes, et posant co sin (p, &>) = d, ecrire les formules 
prec6dentes sous la forme 

Ie cosa -+- 6 cos 5 = e, cosa -h 5' cos|', 
e cosp -4- 0cosy} = es cosp 4- B' cosy}', 
f cosy H- 0cos? = e,cosy-h 5' cos?'; 

6' est ce que deviendrait Q si le syst^me ne se deformait pas, ou si les 
deformations 6taient les mSmes en tons sens. 



( * ) II serait peut-6tre pr^fi^rable de donnor 4 c le Dom do coefficient de d^fomuaion du 
premier ordre, et ^ 6 le nom de coefficient de deformation du second ordre. 
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Des formules (8) on deduit sans peine, en posant, comme dans la pre- 
miere Partie (p. 93), 

COST = COS$ COS$' -f- COSyj COSY}' -h COS? COS?', 

et remarquant que > cos5co8a = o, \ cos5'cosa= o 

(9) e» = y ej cos*a— 0»— 0'*-t- 2 60' cost. 

D'autre part, de Texpression de e on deduit 

dt Vrffii , V rf(cosa) 

57 = 2 57 '^^^'^ + " 2 *' '=°^« -rfT- ' 

mais, k cause de (n^ 2, premier Memoire, p. 86), 

(rfcosa) 



dt 

on a 



5cos|, 



2"= X^^^^*^"^ 20 > ccosacosg; 
mais des Equations (8) on tire 

= \ €, cos a cos I -h 0' COST, 

d'oii 

(10) sl^SsF^^^'^"^ 20» — aOO'cosT. 

Si Ton ajoute membre k membre les equations (9] et ( 10), il vient 



(.1) c = ^ 



C,cos»a + 0*—0'». 



Telle est la relation qui donne la loi de la variation de c autour d'un 
point quelconque du syst^me. 

On pent exprimer la difference Q^ ■— 0'^ en fonction des param^tres 
du deplacement et de la direction (a, |3, 7). On a d*abord 



0' = &)sin(p,a)j = i/ N (^cosy — rcos^)'; 
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de plus, le groupe d'oii I'on deduit le groupe (8)doDne 

e^-4-e»z=\ ej cos*a + 6'*-»-2^ e, cosa(g cosy — r cos P), 

et par suite, en eliminant e, 

0>— 0'»= aN e,cOia(gcosy - rcos^) -f\ (ei— eO'cos'acos'P; 

on en conclut 

(12) C=:\ C.cos'a — 2% r(e,— ea)cosacos(3 +\ (e, — e,)'cos^acos*p. 

On voit que la variation de csuit une loi plus compliquee que celle 
de E. Aussi, si Ton veut representer cette loi au moyen d*une surface, 
on prevoit que cette surface sera du quatrieme degrd; en effet, si Ton 
pose 



cosa = 



I 



^"[x'-hy'-hz^y^ 



la relation (12) devient 



4- (D* 7*-B' -h Q] z» X* -f- (©; x*y = I , 

equation qui represente bien une surface du quatrieme degre. 

La discussion de cette surface ne saurait presenter un grand interSt; 
remarquons d'ailleurs que si les differences (£)|, (D2» (£)» sont assez pe- 
tites pour que Ton puisse negliger leurs carr6s, T^quation precedente 
se rambne au second degre en posant 

V 



x^-\-y^ -\- z^ 

Quoi qu*il en soit, je donnerai le nom de seconde diformatrice a la 
surface du second degre 
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qui donoerait la loi de la variation de C dans le cas d'une deformation 
seosiblement sph^rique, et qui joue dans ce qui va suivre un role 
plus important que la surface qui represente veritablemeot la varia- 
tion de C. 

6. Parametres mixtes. — Les parambtres V, Q» R, qui ont pour ex- 
pression p{i2'^h)f 9{^B'^'h)f '•(^i ^-ea)» peuvent etre consider^s 
comme des parambtres mixtes dependant k la fois du d^placement ge- 
neral du systbme et de la deformation. Posons 

soit en outre Ec^ la valeur de s pour la direction de Taxe de rotation co, 
&^ la distance de Torigioe au plan tangent k la deformatrice premiere 
a rextremit6 du diametre dirig6 suivant Taxe de rotation; on aura 

De Texpression bien connue de e on deduit 
d'autre part, 

d«= p« COS9, 9 = ( d«, p« j ; 



or 



done 



y e! p> = -f?!^ = w'e* s6c»9. 
^ *^ cos*9 ^ 



On aura done enfio pour Texpression de £1 

a»= &i» (0«— 2 e«H- ei s6c'9 = oi^ [(0 — e«)»4- ej tang*9] ; 



d'ou 



Q = 0)^(0 — e«)»-f-ejung»9. 



(') p«i d^igne le rayon vecteurde la premiere deformatrice, suivant la direction de Faxe 



de rotation; et, d'aprds la deGnition de cetto surface, on a t^=: -j 



i6o jStude de l'accjblj^ratioiv 

£2, commePyQ, R» est done un pcuumStre mixte, produit d*une Vitesse 
angulaire par un coefBeientde vitessede deformation. 

III. — Decomposition de V accdUration V . 

7. II resulte de la simple inspection des expressions de T,, J^, J'^ que 
Taccel^ration J' pent Stre consideree comme la resultants de deux acce- 
lerations : 

1^ D'une acceleration dont les projections sont 

et dont la r^sultante est, par consequent, 



y/C] X' H- C\ J^ -^ C\ Z\ 



c'est-k-dire le demi-paramitre diffdrentiel da premier ordre de la seconde 
Di^FORMATRiCE, ou du moijis d'une surf ace homothitique de ceUe-ci pas- 
sant par le point [x, jy z)\ deplus^ cette composante de i' est normale a 
cette surface ; 

dP D'une seconde partie dont les projections sont 

On voit d'abord que cette seconde composante de J' est perpendicu- 
laire au rayon vecteur p, car sa projection sur ce rayon vecteur est 
nulle. De plus, on trouve aisement qu'elle a pour valeur 

pQsln(o,pj; 

c*est done une veritable acceleration compos6e, car c'est le prodait 
d'une vitesse angulaire par une vitesse lineaire, d*apres ce que nous 
avons dit de A. 

Ainsi, dans le ddplncement d'un systeme de points dont les vitesses sont 
des fonctions liniaires des coordonndesy la partie de r acceleration qui 
depend des parametres de la deformation est la resultante : i® d^une 
acceleration normale a une surface du second ordre homothdtique de la 
seconde deformatrice, et dgale au derrurparamitre differentiel du premier 
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ordre de cette surface; 2® d'une acceleration composde perpendiculaire au 
rayon vecteur et dUz direction de l' acceleration mixte 0. 

IV. — Quelques thdoremes sur r acceleration . 

8. Expression de r acceleration i' estimie suivant le rayon vecteur. — 
Si Ton multiplie les trois expressions J',, iy, J'^ respectivement par 
x,yj z, et qu'on ajoute, il vient 

d'oix 

pj;^v et j;==X. 

ce qui signifie qu'e/i tous les points d'une surface 

r acceleration }' estimee dans la direction du rayon vecteur est in^^ersement 
proportionneUfi au rayon vecteur. 
Les surfaces 

\:^C 

sont precisement des surfaces de niveau par rapport k la partie de Tac- 
celeration J' qui ne depend que des deformations du systeme. 

9. Expressions de l' acceleration totale relative a Vorigine estimee sui- 
vant le rayon vecteur. — L'accel^ration relative a Torigine est la resul- 
tante des accelerations }\ r. Multiplions respectivement par x.y^ z 
les sommes J', -f- J^, J^ -4- J^, J'^ + J^, et ajoutons, il vient d^abord 

jtJ'x H-jJy -^ zf^ z=z\CiX' = p^\ C, cos'a. 

xi'jc-^yyy -^ z^l — — (»}^ {x^ -^ y^ 4-2') -h {px -\- qy -h rzy :^ — p^O'^; 

done 

(i3) j; -i-j;^p(yc,cos»a-e"y 

D'autre part, comme d'apres les formules (8) la vitesse d'un point 
relative k Torigine a pour composantes 

ej:-+-p9 cos^, ej-t-p^cosj, e2-+-p9cos?, 

Annalti de I'icole NornuUe. 3* S^rie* Tome HI. 21 
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on en deduit» en les differentiant, 

J', + j; = (e. + ^;) X 4- pee coss -h ^ipy^ii) 

avec deux autres analogues. 

Or» multiplier ces trois expressions par x,y, z revient a les multiplier 
par p cosa, /9Cos j3, p cosy ; si Ton ajoute ensuite membre k membre, il 
vient 

\ X (Jl 4- J^) ==i:p'-+- p' zB \ cosacosC -f- pV cos« ^9 ^^^^ . 

Mais on a vu ( n^ 5) que 

\ cosacos5= oj 

d'apres cette relation, le deuxi^me groupe de termes de Tequation pr6c6- 
dente disparait; le troisieme groupe se decompose en deux autres 

f1{oB)\y ^ ,^v rf(cos5) 

— ^--^ > cosacos^— o, p'e>cos« \f# ^ 

maisy en vertu de la relation rappelee ci-dessus» on a 

V rf(cosH) V yrf(cosa) ^V* »)- /i 

Done enfin on trouve pour la seconde expression de J^ + J^ 

(i4) j;-f-j:=p(^-6'). 

Le rapprochement des equations (i3) et (i4) nous fait pr^cis^ment 
retomber sur la relation (i i), (n** 5). 

V. — Determination des parametres de r acceleration. 

10. Les expressions des diverses composantes de racceleration d'un 
point du sysleme, donnees au n** 2 [groupes (3), (4)» (5)], montrent 
qu'independamment des parametres des vitesses, au nombre de douze, 
que nous avons appris k determiner dans le premier M6moire (V)» il 
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s'est introduit neuf nouveaux param^tres 



rfe. 


du 


dt. 


dp 


dq 


dr 


dux 


dUi 


dUi 


dt' 


dt' 


It' 


dt' 


dt' 


dt' 


dt' 


Si' 


dt' 



qu'il faut determiner pour que la loi du mouvement soit connue. 

II semble, d'apres cela, qu'il sufBrait de eouDaitre, outre les vitesses 
de q^atre points determines, les accelerations de trois d'entre eux ; il 
n'en est rien cependant. 

Si Ton se reporte, en effet, aux considerations geometriques du pre- 
mier M^moire, p. ii2» considerations qui s'appliquent exactement aux 
accelerations, on voit qu'il faut absolument connaitre les accelerations 
de quatre points pour pouvoir determiner celle d'un autre point quel- 
conque du systeme. Si le nombre des param^tres a determiner parait 
moindre que ne semblent Tindiquer les considerations geometriques, 
cela tient tout simplement a ce que les equations (3), (4)> (5) renfer- 
ment des expressions reduites, rapportees k un systeme d'axes parti- 
culiers, et dans lesquelles ne figurent pas les parametres propres k 
fixer la position de ces axes. 

On voit bien d'ailleurs qu'il en est de meme pour les vitesses, car 
dans les equations (i) il n'entre que neuf parambtres, et nous savons 
cependant qu'en realite il y en a douze a determiner. 

En particulier, dans le cas d'un systbme invariable, il n'entre que six 
paramMres dans les expressions des vitesses composantes; or il est 
bien facile de s'assurer directement sur ces expressions elles-memes 
qu'il ne sufBt pas de connaitre les vitesses et les coordonnees de deux 
points du systeme. 

Sauf la longueur des calculs, provenant de la complication des coef- 
ficients des variables dans les expressions des composantes de Tac- 
ceieration, la marche analytique a suivre pour la determination des 
parametres sera identiquement la mSme que celle qui est indiquee 
au n® 17 du premier Memoire. 

VI. — Expression remarquahle de la demi-^drivde du carri de la vitesse 

dans le cas d'une diformation statique. 

11. Si Ton suppose que le systeme n'ait pas de mouvement general 
de translation et de rotation, c'est-k-dire si Ton suppose m, = o, u.^ = o, 

21. 
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M3 = o, /? — o, q = 0, r = o, nous aurons ce qu'on peut appeler une 
simple dS/ormationstatique du systeme. C'est ce qui arrive, par exemple, 
dans les systbmes articules que j'ai consideres k la fin de mon premier 
travail. 
Dans ce cas» les expressions des vitesses sont 

dx dy^ dz 

_-^e.^, -^-e^r^ ^-^'^^ ' - 

d'oil 

en designant par &t le demi-parametre difTerentiel du premier ordre 
de la premiere deformatrice. 
Si nous diflerentions Tequation precedente, il vient 

Or, At designant le demi-parametre difTerentiel de la seconde defor- 
matrice, Tangle que font les normales aux deux d^formatrices au 
point (a?, J, z), on a 

cos ir= \ -^; ^ = - — r > Ci 6, x^; done enfin ^ = Ai3i cos 9. 

^ d| Ai i\| 0, ^ 1 (it 

Ainsi la demi-derivee du carrd de la vitesse d'un point du systime dans 
le cas d'une deformation statique est le produit des paramitres diffiren- 
tiels du premier ordre des deux deformatrices et ducosinus de r angle des 
normales en ce point. 

II etait d*ailleurs facile de prevoir ce resultat, en remarquant que la 
force relative a Tunite de masse n'est autre chose que A|, et que le de- 
placement infiniment petit du point (a?, 7, 2) est 5<rfr (premier M6- 
moircy n^ 7); le travail elementaire de la force est done 

Ai5icos0.^// on -rf.f\ 

■ 

Dans une prochaine Communication je m'occuperai des relations qui 
existent entre les forces diverses agissant sur le systeme que j'ai con- 
sidere. On trouvedes resultats assez interessants, car [les forces inte- 
rieures ne peuvent plus etre eliminees comme dans le cas d'un solide 
invariable. 
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CLASSES DE FORMES QUADMTIQUES 

POUR UN DETERMINANT DONNfi, 



Par le P. PEPIN. 



Cette question a ete r^solue parDirichlet dans ses Recherches sur les 
applications de F Analyse a la thiorie des nomhres [Journal de CreUe^ 
t. XIX, p. 3^4, et t. XXI, p. I et i34). 

M. Hermite a propose dans les Comptes rendus des seances de VAca- 
ddmie des Sciences [i. LXXXV, p. 684) nne simplification qui abrege 
notablement la solution de Dirichlet; mais si Ton veut developper les 
raisonnements necessaires pour rendre la demonstration complete, on 
ne laisse pas que de rencontrer quelques difficultes. Par exemple, au 
n® y, si Ton veut d^montrer que la limite du rapport 

il faudra d^montrer que la limite de I'expression 



^ S (f ) " 



est o. 



Or, comme €/ est positif ou negatif, il n'est pas evident qu'il n'aura pas 
ordinairement le mdme signe que \ — y Supposons, par exemple, 

6/= l-j\ al\ Texpression pr6c6dente devient - V" a', et elle a pour 
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limite a', oc' designant uacvaleur moyenne entre les diverses yaleurs 
de a-. Gette difficulte ne peut etre lev^e sans recourir k des considera- 
tions assez delicates, qui font perdre k cette simplification une partie 
de ses avantages. 

La solution, dont on trouvera ici le developpement complet, n'eni- 
prunte a I'Analyse superieure que les notions les plus elementaires sur 
la quadrature des surfaces planes. Nous obtenons par Ik un theorbme 
general, d*ou nous deduisons sans peine, soit les formules donnSes 
par Gauss dans deux M^moires pr^sentes a la Societe royale de Got- 
tingue (1824 et 1837) pour exprimer le nombre des syst^mes de va- 
leurs de x et dey^ qui donnent a la forme 

F —: ax* -hub xy -4- cy^y 

dont le determinant est un nombre n^gatif, des valeurs qui ne surpas- 
sent pas une limite donnee; soit les formules analogues donn^es par 
Dirichlet pour les determinants positifs. Nous deduisons de ces for- 
mules le rapport entre les nombres de classes proprement primitives 
pour deux determinants dont le rapport est un carre, ainsi que le rap- 
port entre les nombres de classes comprises dans les deux ordres pri- 
mitifs, pour un meme determinant. Le pro'bl^me se trouve ainsi ranxen^ 
k celui de trouver le nombre de classes proprement primitives pour un 
determinant qui n'est divisible par aucun carre. Gette condition rem- 
plie par le determinant permet de generaliser la formule employee par 
Dirichlet pour exprimer le nombre des representations de n parlesys- 
t^me des formes quadratiques diverses qui representent Tordre pro- 
prement primitif pour ce determinant. Cela nous conduit k une 
simplification analogue a celle de M. Hermite, mais qui en difiere en 
ce que la fonction $ {x) s'y trouve remplacee par la fonction plus 
simple E (a;). Grace aux proprietes de cette fonction, nous arriverons 
aux formules cherch^es, sans emprunter aucune notion prealable k la 
th^orie des suites. 

I. 

1. Soient A I'aire comprise dans un contour donn^ sur un plan; u 
et V les coordonnees d'un point de ce plan. On aura 



=// 



dudv. 
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On obtiendra une valeur approch6e de cette aire, si, donnant a u et 
k V des accroissements tr^s-petits du = dv= X, on fait la somme d'au- 
tant de carr^s X' qu'il y a de syst^mes de valeurs de u et de f^, qui, 
^tant prises dans les deux progressions arithm^tiques u = a? X, v = y\, 
correspondent a des points situ^s dans Taire A. On pourra exprimer 
cette condition au moyen de certaines inegalites 

que devront verifier les nombres entiers a?, y. 

SoitiTi le nombre des systemes de valeurs de x et dey^ qui verifient 
les conditions (a). Le produit mX^ representera Taire A avec une 
approximation d'autant plus grande que I'accroissement X sera plus 
petit, de telle sorte qu^en repr^sentant par e une quantity qui s'an- 
nule avec X on obtiendra pour Taire A la formule 

ou bien, en faisant t^ = M, 

(6) AM-f-Me = m. 

2. Transportons Torigine en un point infiniment voisin 7X, d^X, puis 
designons par Ui, i^i les nouvelles coordonn6es du point {u^ i^)^ et par 
oX, pX les accroissements infiniment petits du^^ dv^. Les valeurs 
deuo ^1 seront comprises dans les deux progressions arithm^tiques 
oXo?!, pXji, et Ton aura 



A= j jduxdvr-^ot^ C \}}^a^m,y? 



-+-€, 



mi d^signant le nombre des systemes de valeurs entieres dea^i etj^i 
telles, que les valeurs correspondantes de Uo i^i soieut les coordonnees 
de points situes a Tinterieur de Taire A. Or, si, dans les formules de 
transformation a = a, 4- 7X, v = \^^-\- JX, nous remplagons a, ^, i/|, v^ 
par leurs valeurs j7X, j'X, ax^X^ ^y\^* ^^us obtiendrons, en divisant 
par X, 

(c) jr=aa:, -Hy, j^=(3j, -f- 
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Dans la derniere equation , qui peut s'ecrire 

AM -f- Me=:mia(3 (lime = o pourH=3D), 

mi representera le nombre des systemes de valeurs de oc et de y^ qui» 
etant prises dans les progressions (c), satisfont aux conditions (a). 

Ajoutons aux formules (c) E — i aulres couples de progressions 
arithmetiques, de memes raisons a, j3, mais tels que chacun d'eux dif- 
fere de tons les autres par la valeur de Tun des residus 7 ou 9. En com- 
binant par addition K equations semblables a la derniere, nous aurons 
Tequation 

,., RAM *, V /I. \ 

(I) — j^ -4- My] => m, = m, (limyj =opourm=oD), 

dans laquelle m exprime le nombre des systemes de valeurs de x et 
de/ qui, etant prises dans les E formules semblables k (c), v6rifient les 
conditions (a). 

3. Supposons que Taire A soit celle de Tellipse representee par 
Tequation 

dans laquelle 6- — ac = D = — D< < o. On aura 

A — ^ 

et les conditions que les nombres entiers x ety devront verifier pour 
que les valeurs correspondantes Ae u= xXeti^ = yX soient les coor- 
donnees de points interieurs a Tellipse se reduiront a une seule 

(A) ax^ -hzbxjr-^cjr^^r-^ ou M; 

en m^me temps Tequation (I) deviendra 

(II) — yi— -f-Me~m (lime = o pour M=r 00 )• 

a(3vD, 

Si dans cette formule nous faisons K = i, ct ^ /3 = j, nous obtenons 
le premier theoreme de Gauss : c Le nombre m de torn les sysUmes de 



1 . 
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et par suite 

(III) -^^-♦-Me = m (lime = o pour M= 00), 

m designant le nombre des syst^mes de valeurs enti^res de a?et de/, 
qui douneut k la forme (a, h^ c) des valeurs impaires et inferieures k 
la limiteM. 

5. Oq obtiendra des theoremes analogues pour les determinants po- 
sitifs, en remplagant Taire de Tellipse par celle d'un secteur hyperbo- 

lique compris entre Taxe des x^ la droite y = tUTij ^> ®^ i'hyperbole 
representee par I'equation 

dans laquelle 6* — ac = D> o, a > o etc< o; en supposant de plus 
que T et U designent les plus petits nombres entiers et positifs qui v^ 
rifient I'equation 

oil nous representons par e le plus grand diviseur commun des trois 
nombres a, a&, c. Comme nous n'aurons k consid^rer que des formes 
primitives, nous auroiis toujours c = i ou 2. Pour evaluer Taire A du 
secteur hyperbolique considere, nous prendrons Tequation de Thyper- 
bole en coordonnees polaires, 

p^= ' = \ 

^ acos'9 -f- 2^cos9sincjp-t-csin'9 cos^(p(a + 26tang9 -+-clang*9) 

L'aire A sera exprimee par Tintegrale 

1 r ,j I C rftangy ^ i Y gtangy-y/D -f-ft V 

aj^ ^ 2 J a-4-26tang<p-f-ciang»9 b^ \VD H-iH-cUng?/ 

prise entre les limites 9 = 0, et 9 = arc tang j _ jl rj ' On a done 
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On a done, en ayantegard k Tequation T^ — DU^ = e% 






de telle sorte que Tequation (I) devient 

(IV) ^^-- /(--f-^/D^ -f-Mg = m (lime =0 pour M = 00.) 

6. Supposons que la forme (a, 6, c) soil proprement primitive. On 
verra, comme dans le cas ou D est n^gatif, que les valours de a? et dej 
qui donnent k cette forme des valours impaires sent toutes comprises 
dans deux couples de progressions (c) ou (c'). Faisant doncK = 2, 
0t = |3 = a, et remarquant que e = i , on a 

(V) ^/(T + Uv^)+Me = m, 

m d^signant le nombre des systemes de valours des indeterminees x etj 
qui, satisfaisant k la double inegalite 

donnent h la forme (a, b, c) des valours impaires et inferieures a M. 
Nous pouvons ajouter que toutes ces valeurs seront positives; car de 
Hnegalit^ (A') 



r T 



on diduit 



a(ax*-i-2 6^/'4-e/*)'=:: (aa?4- i/)* — Dj'^* tti ^j 



U> 



a[ax^'\-2,hxy-Jfcy')>~ 

Comme nous supposons a^o^ nous avons 

a 



22 
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II. 

7. Designons par ii I'ensemble des formes quadratiques 

{a,b,c), {a!,b',c-), (a", 6', c"),. . ., 

propres a representer toutes les classes du noeme ordre primitif de 
determinant D; par h le nombre de ces classes, par m', m",... les nom- 
bres qui, pour les formes (a', b\ c'), (a", 6", c"),..., ont la mSme signifi- 
cation que le nombre m pour la forme (a, 6,c)..De plus, si le determi- 
nant est posilif, nous supposerons les premiers elements a, a\ a^... 
posilifs. Eniin, quand le determinant est negalif, nous ne consid^rons 
que les formes positives. 

Si les K systemes de progressions (c) ont ^te choisis de mani^re que 
les valeurs (a, b, c) soient tons les nombres premiers, relativement 2i 
un nombre donne A, et qui peuvent etre representes par cette forme, le 
nombre m dans lesformules (II) et (IV) sera le nombre des represen- 
tations par la forme (a, b, c) des entiers premiers avec A, inferieurs a 
la limite M, et qui, si le determinant est positif, satisfont en outre aux 
inegalites (A'). 

Supposons que, pour donner aux diverses formes (2 toutes les valeurs 
premieres avec A dont elles sont susceptibles, il faille prendre les va- 
leurs des indeterminees ^ et j dans K systemes de progressions tels 
que (c), et que ce nombre K, ainsi que les raisons a, |3 des progres- 
sions, soit le meme pour toutes ces h formes £2; les equations (11) 
et (IV) subsisteront pour chacunede ces formes, et Ton en deduira par 
addition les deux suivantes : 

(i) =-rM£-:= >m, (2) = / - H- - ^ D J -f- Me = > /», 

dans lesquelles \ m exprimera le nombre de toutes les representations 

des nombres entiers premiers avec A et inferieurs a la limite M, qui de 
plus, si Ic determinant est positif, satisfont a la double inegalite (A"), 
pour la forme (a, b, c), et a des inegalites semblables pour chacune 
des autres formes. 
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8. SoieDt e% c'^ c"^... tous les diviseurs carres, autres que i, d'un 
nombre impair /i, et designons par zs{n) le nombre de toutes les solu- 
tions des diverses congrueuces G 

x*-£:£D (mod. — 1? ar==nHD (mod.-^j» 

Si D est negatif et different de — i , le nombre des representations de n 
par Tensemble des formes Q, qui repr^sentent Tordre proprement pri- 
mitif de determinant D, sera 2w (n); il sera 4® (/i), si D = — i. Si D 
est negatif et different de ~ 3, et que les formes CI repr^sentent Tordre 
improprement primitif de determinant D , le nombre des represen- 
tations de 271 par Tensemble des formes Q sera 2Gr (/i) ; il sera 6vf{n) 
siD=~3. 

Ces theoremes sont une consequence immediate des principes etablis 
par Gauss, relativement k la representation des nombres par les formes 
{Disq.^n'' 180 et 181). 

9. Si D est positif, le nombre des representations de n ou de 2/i, sui- 
vant que Tordrei^est proprement ou improprement primitif, estegal a 
cr {n)y pourvu que chaque representation soit assujettie k verifier Tine- 

galite(A0,(6). 

Soit N Tun queleonque des quotients - -7 -t;- * -> et designons par co 

le nombre i ou le nombre 2, suivant que I'ordre £2 est proprement ou 
improprement primitif. Si le nombre des representations propres 
de a)N par Tensemble des formes i2 est egal au nonibre des valours di- 
verses de Texpression v/D (mod. N), et qu'on ait egard au u^ 181 des 
Disquisitionesy on conclura immediatement que le nombre de toutes les 
representations, tant propres qu'impropres, du nombre can par les 
memes formes H est egal a w [n). Or c'est ce qui a lieu quand toutes 
ces representations sont assujetlies a verifier les inegalites (A'). En 
effet : 
Toutes les representations propres de coN qui appartiennent k une 

memevaleur, I'expression VD(mod.N), sont donnees par une seulc 
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forme (a. 6, c) du systfeme 0^ et se deduisent de Tune d'entre elles 
(«9 13)» au moyen des formules 



1 2\6i) «/ a\6i) «/ 



n 



w_ /T 



0) « / ai/D \" " / 



dans lesquelles nous supposerons a positif , ce qui est permis, puisque 
nous ne cherchons *que les representations dans lesquelles a; etj^sont 
des nombres positifs. Or^ parmi les representations determinees par ces 
formules, il y en a toujours une et une seule qui v6rifie la condition 

En effety on d^duit des equations (a), entre deux representations 
cons6cutiyes cc^f y^p et a?„_, , yn^t , les relations 

oiXn = Tx«-, — ( bxn-t "H c j^,_,) U, (oy = Tyn-i ■+■ (ax^t -h 6/«-i) U, 

qui resolues par rapport a y„^t donnent 

Sia?^ etyn verifient la double in^galite (A'), Tequation (]3} donne 
Jn-i =0; et reciproquementy si Tequalion (j3) donne poury,_, une va- 
leur negative ou nuUe, tandis que yn ne sera pas negatif, x^ etyn v^ri- 
fieront les conditions (A'). Or il y a toujours une valeur de n, et une 
seule, qui fait succ^der dans la serie des valours dej^„ une valeur posi- 
tive a une valeur negative ounuUe. Pour ledemontreri nousmettrons 
Tequation 

SOUS les deux formes 
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d*oii) i cause des in^galit^s a > o, c < o, N > o, a > o, on conclut 



v/F?^<^<v/Ft^"-' 

la valeur Dumerique du rapport ^^"t est done superieure k \/D, 



tandis que —9 ou 






/T . U 

/DA 



ft) ft) ^ / 



pent prendre une valeur num^rique aussi rapprochie qu'on le veut 

de ^f qui est sa limite pour /i = di oo : done, pour deux valeurs de n, 
num^riquement tr^s-grandes» mais de signes contraires, le produit 



'" ^"■(fe+°-^^) 



bi. ^ ^g + ^ PN _ 



r> 



m 



prendra deux valeurs de signes contraires; carle dernier facteur aura 
le signe de son second terme, tandis que u^ change de signe avec n. 
Nous pouvons done supposer que la valeur parliculi^re j3 dey^ soit po- 
sitive; d^s lors, quand n variera de -- oo a + qo , j^^ d^abord negatif 
finira par devenir positif ; car de I'^quation 

on conclut, quand j3 est positif, que ^^^^-g — ^> le plus grand des deux 

termes du premier membre, est positif: les valeurs de ynf qui corres- 
pondent k des valeurs positives de/i, seront doncelles-memes positives. 
Nous pouvons done supposer que |3 est la premiere de ces valeurs po- 
sitives, de telle sorte qu'on aity«, 5 o; Tequation (j3) 

ft)^r-. =^P(T~6U)~aUa 

donnera 
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II existe done une representation (or, |3) de N, qui, appartenant k la 

valeurconsideree del'expression yO (mod. Nj^verifieles conditions (A'), 
et il n*y en a pas d'autres, car pour toutes les valeurs positives de n ' 
jn reste posilif : il n'y a done plus pourj^,, de passage du positif au ne- 
gatify ce qu'il fallait demontrer. 

• 

10. Les resultats obtenus dans les deux numeros precedents peu- 
vent se resumer dans ces deux theoremes, oil nous designerons ind^fi- 

niment par n tons les nombres impairs compris entre z^ro et — et par 

Ts (/i) le nombre de toutes les solutions des congruences G. 

I® La vakur deym dans Vequation (i) est egale a a \ ty (/i), ca> 
ceptd quand D ~ i , si Vordre Q, est proprement primitif^ et quand D ~ 3 , 
siVordre ii est improprementprimitif. Dans le premier cas\ m^=li\ zs[n)^ 

tandis que dans le second \ /n = 6 \ w (n). 

2® La valeur de\m dans liquation {2) est toujours egale a \ ty (n). 

III. 

11. Quand les formes (2 representent I'ordre proprement primitif, 
nous avons vu que, pour leur donner toutes les valeurs impaires dent 
elles sont susceptibles, il faut prendre a; et j dans deux couples de pro- 
gressions (c) ou (c'). Chacune des formes £2 donne lieu a une equation 
semblable a I'equation (III ) ou k Tequation (V). L'addition de ces equa- 
tions nous donnera Tune des deux formules 

(3) *£||!^-Myir^ym, (4) -^ /(T 4- U v/D) -I- Mn ^V m, 

dans lesquelles f\ est une variable qui s*evanouit avec ^ et la somme 

\ m a la valeur determinee dans le n^ 10. 
Designons par hi le nombre des classes improprement primitives de 
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determinant D^ et par T, U' les plus petits nombres entiers qui veri- 
fient Tequation 

Pour ^tablir les formules qui correspondent dans ce cas aux equa- 
tions (3) et (4), nous allons d'abord resoudre ce probleme : 

« Trouver le nombre K des systemes de progressions x = 2u-h y, 
y = 2{^ -h^f dans lesquels on doit prendre x ei y pour que la forme 
improprement primitive (a, 6, c) receive toutes les valeurs impaire- 
ment paires qu'elle pent representer. » 

Comme toute forme improprement primitive pent representer une 
infinite de nombres impairement pairs, etque toute classe peutetrere- 
presentee par une forme dont le premier element soitl'un quelconque 
des nombres representes par cette classe» nous pouvons supposer que 
dans les formes Q les nombres a, a\ a'\... soient impairement pairs. 

Si le determinant b^ — ac =D est de la forme ii= 8/ -f- 1 , ac est divi- 
sible par 8; et comme a est simplemeut pair, \ a sera impair, et ^c 
pair. Pour que le nombre n= \ax^ -h hocy 4- \cy^ soit impair, il faut 
que les indeterminees a?, y soient prises dans le systeme unique 
a; = 3a-hf,y= 2v\ on a done K = i . 

Si, au contraire, D est de la forme it 8/-+- 5, ac sera de la forme 
8/n-hA, et par consequent les deux nombres ^a, \c seront impairs. 
Le nombre n sera done impair si les indeterminees x ^\.y sont prises 
dans Tun des trois systemes 

On a done dans ce cas K = 3. 

12. La valeur de K etant la meme pour les h! formes £2, nous pou-* 
vonsappliquer les formules (i)et (2 )dun^ 7, eny faisanta=|3=a) = a> 
et remplagant A, T, U par A', T, U'. De plus, pour que la limite par 
rapport au nombre impair nsoit la meme dans les deux ordres primi- 
tifs, nous remplacerons la limite M de 2/1 par une valeur double 2M. 
Nous avons ainsi 



(5) _^ + 2My,=2m, (6) — g- / (- - ~^) + 2My,== >J^m. 



2v'd; ' """• ^ ' '' 4v^5 

Attiuiles de VEcoU NormaU. a« Serie. Tome UI. 23 
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Puisque dans ces formules \m a la meme valeur respectivemeDt que 

dans les formules (3) et (4) (tw> n® 10), en exceptant le cas oii 
D = — 3> nous pouvons egaler les premiers membres, puis passer k la 
limite apres avoir tout divise par M. Nous obtenons ainsi les deux 

equations 

h = Kh', si D est negalif et different de — 3 ; 






h = Kk^-—: ;=-^, siDesi>o. 

/(T^-U^D) 



Pour D = — 3, on a (10) 



\ m = a\ cj(» 



dans la formule (3), tandis que dans la formule (5) 

on aura dans ce cas 

Or nous avons trouve (ii) que K est egal a i ou a 3 suivant que D 
est de la forme in 8/-+-1, ou de la forme dz 8/-+- 5. Nous pouvons 
done enoncer ce tbeoreme : 

Le nombre des classes pour un determinant negatifest le mime dans les 
deux ordres primitifs^ si le determinant change de signe est de la forme 
8 / -f- 7 ; si^ au contraire^ il est de la forme 8 / -H 8, Vordre proprementpri^ 
mitif contient trots fois plus de classes que Vordre improprement primUif. 

Le determinant D == — 3 fait exception ; les deux ordres primitifs 
de determinant — 3 renferment chacun une seule classe. 

13. Si D est positif et de la forme 8/-T-iy Tequation 
n*admet pas de solutions en nombres impairs; on a done 

T' = aT, L'=:aU; 
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et comme dans ce cas K=^i, la formule pr^c^dente donne h==h\ 
Done 

< Pour un determinant positif 8 / + 1 » les deux ordres primitifs ren- 
ferment le meme nombre de classes. > 

SiD=8/-+-5, K = 3; mais il faut distinguer deux cas, suivant que 
I'equation 

est possible, oui ou non, en nombres impairs. Dans le premier cas, on 
aura la relation 

d'oii 

/(T-f-U/u) 3 3 

Dans le second cas on aura 

et par consequent h=z3 h\ Done 

Pour un determinant positif 8 / H- 5 le nomhre des classes propre^ 
ment primitives est ou dgala celui des classes improprement primitives, ou 
triple de ce dernier nombre, suivant que V equation 

r»-DU"=:4 

TLadmet pas de solutions en nombre impair, ou quelle en admet. 

' Gauss fait remarquer que, sur 76 nombres de la forme 8/ + 5 et in- 
f(6rieurs k 600, il y en a 16 pour lesquels Tordre proprement primitif 
renferme trois fois plus de classes que Tordre improprement primitif, 
et 59 pour lesquels les deux ordres primitifs admettent le meme nombre 
de classes. 

14. Les Equations (i) et {2) determinent aussi le rapport des nombres 
de classes pour deux determinants dont le rapport est un carr^. Pour 
Tobtenir, nous devons d'abord resoudre le probl^me suivant : 

a3. 
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« Determiner lenombreKdessystemesde progressions ^ = apu-hy^ 
y= 2/?^-+- J, dans lesquels il faut prendre les indeterminSes cc^y, 
pour donner a la forme proprement primitive (a, 6, c) toutes les va- 
leurs premi(3res avee 2p dont elle est susceptible. Nous designonspar 
p un nombre premier impair. » 

Gomme les residus 7 et $ doivent etre pris dans la suite o, i, 2, 
3,4ft ap — I Je nombre de tons les systemes possibles est ^p^; mais, 
pour obtenir le nombre K, il faut retrancher de 4/^^ le nombre de tous 
ceux de ces systemes qui rendent (a, b, c) divisible par a ou par/?. Or 
on a 

Comme le nombre a est impair, on ne pent rendre n impair qu'en pre- 
nant 7 et c^ dans Tun des deux systbmes 

yr=2^-|-I, i=:in; ou y — 254-a, 3 — 2y)-l-I. 

Dans le second systcme a est egal a i ou a zero, suivantquecest pair 
ou impair; mais il faut exclure de ces deux systemes toutes les valeurs 
de § et Yj qui verifient respectivement les deux congruences 

[a(2? -hi) 4- 2feyi]»— 4Dr/»L-To (mod./i), 

rrt(25-ha)-f- ft (27} H-i)]' — 0(271 4-i)'n=o(mod.p). 



i*^ 



(-] =—-1. Chacune de ces congruences n*admet qu^une seule 
solution, savoir la premiere 

n — o, 2^ -\'\ —p^ 
et la seconde 

2y}-fi=:p, 25-4-a = />ouo, suivant quea= I ou o; 

done 

K = 2^*— 2 = 2 (/?' — i). 

2^ l-j =1. Pour chaque valeur de ri comprise entre i et/i — i, in- 
clusivement, la premiere congruence fait correspondre deux solutions, 
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tandis qu'il n*y en a qu'une seule qiiand >? = o, savoir 

De mSme la seconde congruence donne une seule solution quand 
nj =^^^» et deux pour toutes les autres valeurs. Le nombre des solu- 
tions de chaque congruence est done 

done 

K= 2p^ — ^p-h 2 = 2{p — l)\ 

3^ D^o(mod./?). Les deux congruences consid^rees se r^duisent 
aux suivantes : 

a(25 •+-!)+ aiyj^o, a(25-f-a)-hft(2y}-l-i)^o (mod.p). 

Pour chaque valeur de rif chacune de ces formules determine pour ^ 
une valeur unique; ce qui fait en tout 2p solutions. Done 

K = ap^— 7.pT-r. Zp{p—l). 

15. Gette valeur de K etant independante des coefBcients de la 
forme (a^fr^c), nous pouvons appliquer ici les formules (i)et {2) en 
y faisanta = ^= 2 p. 

Prenons d'abord deux determinants negatifs D et D/>^. Designons 
par h' le nombre des classes proprement primitives pour le dernier de- 
terminant, et par K' le nombre des systemes de progressions 2pu + y, 
2pv + d, dans lesquels il faut prendre les valeurs des ind^terminSes 
pour obtenir tons les nombres entiers premiers avec 2p^ qui peuvent 
etre repr^sent^s par les formes proprement primitives de determinant 
D/?*. Enfin d^signons par cti (n) le nombre de toutes les solutions des 
congruences 

(&) j?« = D/i'(mod.n), a?» = Dp» fmod.^W x» = D/i» ^mod. 4;)--» 

qui correspondent aux congruences (G) du n^ 7. Comme le module n 
est premier avec/?, toutes ces congruences admettentles memes nom- 
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bres de solutions que les congrueuces (G) suxquelles elles corres- 
pondent respectivement. On a done Wi [n) = ty (/i), et par suite X''* 

conserve dans Tequation (i) la meme valeur, quel que soit celui des 
deux determinants D et Dp^ auquel on Tapplique. On aura done 

d'ou 



e'— €, Iime' = IIme=o, 



Or, d*apres le numero precedent, K' = 3/> (/> — i) (3®), tandis que 
K a Tune des valeurs a{p^ — i)^ 3 (/> — i)* ou ap{p — i)^ suivant que 

Ton a f— J = — I. f — ] = + I, ou D£=o (mod./>). On a done res- 
pectivement dans ces trois cas 

A'=>-^i)A, h'—.{p-i)h, h'=:ph. 

On peut reunir ces trois formules en une seule 

pourvu que Ton convienne de reduire a zero le symbole (— ) quand D 
est divisible par p. 

16. De meme, quand D est positif et qu*on applique Tequation (a) 

aux determinants D et D/>*, on reconnait que \ m a la mfime valeur 

dans les deux cas; car les raisonnements precedents pour itablir T^ga- 
liti Oi [n) = f7 (/i) sont independants du signe de D. Nous avons done 

d'oii 



L \P. PJ /.T'-^L'/»vD> 
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T et U' d^signant les plus petits nombres en tiers et positifs qui v^ri- 
fient r^quation 

17. Le rapport des nombres de classes propremeut primitives pour 
deux determinantsD et 4D se d6duit imm^diatementdes formules(III) 
et (Y), en remarquant que, les deux congruences 

j?«bsD( mod. ^j el x'^/^D (moA.^\ 

ayant le meme nombre de solutions, \ /n conserve la memo valeur 
quand on passe du determinant D au determinant 4D- On a done 



d'oiii en passant a la limite, 

(9) A' = 2A, siD = -D,<o; h'=ah , "^"^1, , siD>o. 

T et U' sont les plus petits nombres entiers et positifs qui v^rifient 
Tequation 

18. Les formules pr6cedentes conduisent sans peine au rapport des 
nombres de classes pour deux determinants D etDS*. Soient A et h' ces 
deux nombres, et 

p^p',... d^signant des nombres premiers diviseurs de D, q, q'f... des 
nombres premiers non diviseurs de D. On passera du determinant Dan 
determinant DS^, en multipliant successivement par les carres des fac- 
teurs premiers de S, et k chaque multiplication les formules (7), (8) 
on (9) feront connaitre comment varie le nombre des classes. 

SupposonsD < o. On passe du determinant D au determinant 2^^D, 
en multipliant v fois par 4- Chaque multiplication double le nombre 
des cksses. Le nombre hi nour le determinant a'^D sera danc 2''h. 
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On passera du determinant a'^'Dau determinant a'^^/i^'D, en multi- 
pliant a fois par p^. Comma a chaque multiplication le nombre des 
classes est multiplie par />, il devient !£*p^h. II en est de mSme pour 
las autres facleurs/)', p\ .... Posons 2^^ 2^*/?' ^*'. . . D = D« ; le nombre des 
classes de determinantDi sera done 2"/?* /?'"'... A. 

Or on passe du determinant D| au determinant Di^'^ en multipliant 
jS fois par 9^. A la premiere multiplication le nombre des classes est 

multiplie par 91— (-)-heta chacune des multiplications sui- 

vantes il est multiplie par 9. II deviendra done 



bV n« 



De meme, lorsqu'on multiplie le determinant par y"P\ j^'*^'', . . . , 
le nombre des classes est lui-mSme multiplie respectivement par 

^'^['~ (?) ?} ^"^"['- (?) ^.}--- On a done Equation 
(.0) - A' = ASn[.-Ql], 

oil n indique le produit de toutes les valeurs que prend le bindme 
I — ( — ] -I lorsqu'on egale q aux diviseurs premiers inegaux de S, qui 
ne sont pas en meme temps diviseurs de D. 

19. Pour un determinant positif D, nous poserons 

S —j: mm' m" . . . m/, 

en designant par m, m', /n'\... tons les facteurs premiers tant egaux 
qu'inegaux, du nombre S; et nous representerons par T» U; t» i^; r', v'^ 
T^, y";.... T', U' les plus petits nombres entiers et positifs, qui v6ri- 
fient respectivement les equations 

t"» — D m'm'^ m"^ u''^ = 1 , . . . T'^ — DS» U'^ == i . 

Lorsqu'on passera du determinantD aux determinants Dm^» D/n^/n'^^ 
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D/w'/7i'*/7i"',... DS*, le nombre des classes A sera inultiplie successive- 
ment (i6) par les facteurs 

L Vf^J '^U tiz-hvnis/D 



m 






» 

^ r _(i^) . 1 K-- ^- "-- -'-^^) 

'"'L* \ nii / niiJ /(T'4-U'Sv/D} 

On aura done, en supprimant les facteurs communs, et r^duisant a 
z^ro le symbole ( ~ ] quand M est divisible par/>, 

(M) A'=Asnr.--(^)ll4iI^^iL^/4l. 

Lesformules (lo)et (i i), jointes auxresultatsobtenus dans les n^i2 
et 1 3, ramenent la recherche du nombre des classes de formes qua- 
dratiques de meme determinant et de meme ordre au cas oil le deter- 
minant n*est divisible par aucun carre, et oil Tordre consider^ est pro- 
prement primitif. Elles font aussi connaitre le rapport des i\pmbres de 
classes pour deux determinants dont le rapport est le carre d'un 
nombre rationnel quelconque. 



V. 

20. Posons D = S^cD, S^ designant le plus grand carre qui divise D» 
et continuous aexprimerpar zs{n) le nombre des solutions de toutes 
les congruences G (n^ 8). Les recherches suivantes ont pour point de 
depart la formule 

.,„,=2(?). 

jinnaUt de Vicole Normaie, 3« Serie. Tome HI. 2 \ 
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dans laquellc Ic signe > s'etend a tous les diviseurs de n, design^s Id- 

definiment par i. Quand le nombre n est premier a :jD, elle revient aux 
deux theoreines demontres par Dirichlet au paragraphe VII du Me- 
moire cite (Crelle, t. XXI, p. i). Mais nous avons besoin de Tetendre k 
des valeurs impaires quelconques de /i, dans le cas oil S = i . 

Nous allons d'abord la demontrer pour une valeur quelconque S, 
mais en supposant n premier a aD. Nous reproduisons cette demons- 
tration de Dirichlet pour ne pas obliger le lecteur a recourir a un re- 
cueil etranger. 

Supposons d'abord que tous les facteurs premiers de n soient divi- 
seurs de la formule x^ — (S>; et posons 



n^Cfl'l 



Ghacune des congruences x^ --(s^^ir^o (mod.-^j admet un nombre de 
solutions egal a 2^, en designant par (x le nombre des facteurs premiers 
inegaux du quotient -;• Tout se reduit done a faire la somme des di- 
verses puissances i^^S qui correspondent a toutes les valeurs differentes 
de -;• Pour cela, considerons le polynome 






qui doitetre continue tant que les exposants ne sont pas negatifs» et 
dans lequel le coetficient du dernier terme est suppose egal a 2 ou a i» 
suivant que Texposant de ce terme est i ou o. Le produit deveIopp6 
de ce polynome et des polynomes analogues relatifs a/a? /j»-*- ^tant 

evidemment compose de tous les termes de la forme 2*^ ;, on ob- 

tiendra la somme des puissances 2^ en remplagant les nombres/o/a, 
/a,... par Tunite. Mais par ce cbangement les nombres F,, F2,... 

deviennent X< -+- 1, Xj-f- 1, Done la somme cherchee est egale k 

(X, -f-i) (Xa 4-1) (X3 4-1)..., c'est-a-dire au nombre des diviseurs de n. 

Comme ce dernier nombre est egal a V (? j> le theoreme est demon- 
tre dans ce premier cas. 
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SupposoDs maintenant 

en designant par ^les diviseurs premiers de n doDt cO n'est pas residu. 
Parmi les congruences 6» dont la forme generate est 

a:'==D ( mod. — j» 

it n*y aura de possibles que celles dans lesquelles le quotient ~ ne ren- 

ferme que des facteurs du premier genre/. Pour que cette condition 
soit remplie, il faut que e^ soit multiple de g^/ gl'. . . , ce qui exige que 
tous les exposants VoV2».** soient pairs; et dans ce cas 

si au contraire Tun des exposants v^, Vo... est impair, aucune des con- 
gruences G n'est possible; de sorte que^sr {n) = o. Nous devons done 

prouverque la sommeN f-rj se reduit a (X< -hi) (X2 f-i) (X3 4- i).. . 

dans le premier cas et a o dans le second. Pour cela faisons le produit 
des polynomes 

i4-/.-f-/;-4-...-f-/,'s 14-/,-+-/; + ...4- /;•„.. ,4-^.4-5^; -+-...+§•;',..., 

dont les termes sont les diviseurs de n. L'un quelconque de ces divi- 
seurs etant designe par K, on a y^] =i ou ( j^ ) = — i , suivant que le 
nombre des facteurs g contenus dans K est pair ou impair. La somme 
V ( -r j est doncegale a la valeur que prend le produit 

lorsqu'ony remplace/,/2,..*par i, g^^, g^a,... par —i; done 

V /®\ /I w-i ^ /% . X ( — l)^-+-l ( — 1)^-4-1 
2^\jJ =(.X.4-i)(X,4.i)(X,4-lX... '- ' '- 

314. 
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Or il est evident que cetle expression se reduit a (X, -hi) (X2 -i-i)..- 
quand tousles exposantsv,, Vs,... sont pairs, et a oquaDdTun de ces 
exposants est impair. Done : 

Theor^me. — S« D = cdS^, S^ ddsignant leplus grand carri que di- 
vise D, et que zs {n) reprisente le nombre de toutes les solutions des con- 
gruences 



(G) a7=^D(mod./i), j:-5£-D (mod.~U :c» = Dfmod.^J 



> • • • > 



dans lesquelles n est un nombre premier avec 2D, dont tons les diviseurs 
carreSf autres que 1 , sont e^, e'* , . . . , le nombre zs [n) est exprimd par la 
formule 

(12) . ^('*^^21(t)' 

oil la somme \ doit Hre etendue a tous les dimeurs i den. 

Ce tbeoreme, combing avec celui du n^ 10, donne les deux th^or^mes 
de Dirichlet. 

21. Soit 8 = 1, et par consequent D =(D. La formule (la) subsiste 
dans le cas meme oil n n'est pas premier avec (D, pourvu que Ton con- 

vienne de reduire a zero le symbole ( y ]> lorsque 1 n'est pas premier 
aveccife). En effet, posons 

n- n'K/% 

n' designant un nombre impair premier avec od, K et / ne renfermant 
que des facteurs premiers diviseurs de co, et K n'etant divisible par 
aucun carre. La congruence 



t''£_^(jt) ( mod. — ] 



est evidemment impossible, si le quotient — renferme le carre d*un fac- 

leur premier de (E); ellen'est done possible qu'autant que e = iil. Les 
SMiles congruences possibles parmi les congruences (G), soot done celles 
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fi' K w' If 

qui se rapportent aux modules n'K, — p> -77-? • • • • Done 

fX fX 

u3(n}=:w{n'K). 

D'ailleurs le uombre des solutions de la eongruenee 



^(D(mod.^) 



est le meme que eelui de la congruence 

car dans la premiere congruence x doit etre divisible par K. Or les 
deux congruences 

K^J -£; ^ f mod.~]> el x^==(Q ImoA.^A 

admettent le meme nombre de solutions. Comme en outre les diviseurs 
carr6s /jl*, /x'\... de /I'K sont les diviseurs de n\ le nombre a (n'K) 
de toutes les solutions des congruences 

j;»== (0 ( mod. n' K ), ( mod. — - j > ( mod. —7^ ) ? • • • 

est le meme que le nombre de toutes les solutions des congruences 

X* ^ CD {mod. n'), ( mod. — J 1 ( mod. -7; j > — 
On a done 

Or la formule (12) est applicable au nombre n'. D*un autre c6te» la con- 
vention qui r^duit a zero le symbole (-^)> quand les nombres CD et 1 ne 

sont pas premiers entre eux, reduit la somme \ (~^)' etendue k tous 

les diviseurs i de ri, aux seuls termes qui se rapportent aux diviseurs 
de n\ On a done toujours 

•<")=2(?)- 
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22. Probleme. — Trouver la limite du rapport ^^ ? quand |x croU 

inddjiniment, et que la somme indiquee au numerateur s^etend d toutes 
les valeurs impaires de n, qui ne surpassent pas la limite /jl. 

En rempIaQaDt zi^{n) par la valeur que nous venons de trouver, on 
obtient 

La premiere somme se rapporte au nombre impair n, que Ton fait 
yarier de i kjx, et, pour chaque valeur de n^ la seconde somme s'^tend 
a tons les diviseurs i de n. Or le nombre de fois que le meme terme 

( -r] entrera dans cette double somme est egal au nombre des termes 

divisible par 2 dans la suite des nombres impairs i» 3, 5,... qui ne sur- 
passent pas la limite /jl. Or, en supposant fx impair, ce nombre est 

E ( - — r- j J E {x) designantle plus grand nombre entier contenu dans a?. 

En effet, posons 

La suite des nombres impairs i, 3, 5,..., jx pourra se partager en 
groupes dei termes chacun, a Texception du dernier groupe qui n'aura 
que r termes : 

2IH-I, 2I-+-3,..., 3i,..., 4* — ^f 

(2K— 2)i-f-i, (2R— 2)1 -h 3,. . ., (2R— i)i,..., 2K1— 1, 

2Rl-f-I, 2Kl-r-3,..., 2K/4-2r— I. 

Cbaque groupe de i termes contient un multiple de i, et un seul, 
tandis que le dernier groupe n'en contient aucun si r < — ^> et un seul 

si r> Le nombre des multiples impairs de 1 compris entre i et /x 

est done K dans le premier cas, et K + 1 dans le second cas; or e'est 
aussi la valeur de la formule E (^— ^) ; car on a 



E (^t±i) =E (^i^i±|p^i±^) =K + E 



r H 
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Nous pouvoDS doDc poser 

S-<»)=I'(f)>=(^)- 

Soit fiL = 8 (Dn- — I, et partageons la somme prec6dente en deux 
parlies* Tune comprenant toutes les valeurs impaires de i, comprises 
de I a 8(Dn — I, etl'autre s'etendant de Boo/n-i a 8 (D /i^ — i . Celle-ci 
pourra se partager en sommes partielles dont chacune s'etendra aux 
valeurs de /comprises entre deux multiples consecutifs de 8cD; elle sera 
ainsi exprimee par la double somme 

^^^ Zk = .Zi \ir\ i6K(D4-2/ j' 

danslaquelle nous ecrivons ( — j au lieu de (uYrcTT"/)' ^ c*use de 
r^galite de ces deux expressions. 
Si, pour une valeur de K, le second facteur E ( ^^ ^ j ne 

change pas de valeur quand on fait varier / de i k 8 cD — i , la somme par- 
tielle correspondante est nulle; car on a 



(«) T"{r) 



o. 



D'ailleurs ce facteur ne pent changer qu'une fois de valeur dans Tune 
quelconque des sommes partielles qui, dans la formule(A)9 corres- 
pondent aux diverses valeurs de K. Supposons en effet que, pour une 
valeur de K, il y ait deux changements de valeurs; designons par m 
la premiere valeur, et posons, pour abreger, 8K0G) '-\xi=p\ on aurait 
les deux inegalites 

d'ou 

ix-^p u -+-»-+- 8CD — 2 ^ , . 

i- i- — f- — *- — ^ 7- >m— (m— 1), 

up 2p-h i6(jb)— 4 

/x(8(D' — 2)>/?(2/?-i- i6(D — 4), 

et a fortiori 

8/i»(D.8(E)>2/?'>a8>(£)»/i% 
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puisque K^/i. Cette inegalite etant impossible, le second factear 
daDS la formula (A) nepeut changer qu'une seule fois de valeur dans 
Tune quelconque dessommes parlielles qu'elle renferme. Soit/la va- 
leur de / pour laquelle s*opere un cbangement de valeur. On aura» en 
se rappelant la formule (B), 

s!"- (?) - a^^i/) - - 1 (?) - r^' (?) 

-sr' (?)=!'(?)• 

La valeur numerique de cette somme partielle est done inferieure k acD, 
et, par consequent, on pourra Texprimer par la formule 2£CD, b desi- 
gnant un nombre compris entre — i et -^ i . 
Or pour K = /» on a 

E I ■ — : I -< - n — I , 

\ ib/iod — 2 / a 

el pour K = /I- — I . 

done, dans Tetendue de la somme A , ce facteur ne pent pas changer 

de valeur pour un nombre de sommes parlielles superieur a -/i. Ch»- 

cune de ces sommes parlielles ayanl une valeur numerique inferieure 
k Sid, el toutes les autres se reduisanl a zero, on aura 

€ etant compris entre — i el — i . D*un autre cole, 

r""'(?)n=^i:-) -:Sir)f-:S(f)'- -<"<•• 

chaque produil (^j etant inferieur a runile, tantot positif et tantot 
negatif, il est evident que la somme \ { ^) £.• est inferieure nom^ri- 
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car y m = y cr (ti) ( n® 10). Or en divisant par fx, comme pp6c6dem- 
ment, et passant a la limite, on en deduit la formule 



h= ^'1'' 



/(T-4-Uv/(D) 






qui, combinee avec I'equatioa (ii), donne, pouc exprimer le nombre 
des classes proprement primitives du deterihinaDt (qS*, T^quation 

(.5) n=. , ^^^ ,-nri^(^uiy(gu. 

/(r4-u'Sv^(D) L \q} qALj\il I 

Dans cette formule^ comme dans la precedente, q d^signe indefini- 
m'ent tons les facteurs premiers inegaux de S, pour lesquels cD n*est 
pas divisible. 

La convergence de la serie V (-^ ) ^ est d6montree par la mani&re 

memedontnous Tobtenons; mais, comme les modules de cette serie 

ferment une serie divergente, la limite vers laquelle tend \ ( 7) j ^^" 

pend de la loi suivant laquelle on s'avance parmi les termes positifs et 
les termes negatifs. Dans les formules prec6denles, cette s6rie doit etre 
reduite a sa limite principals celle vers laquelle elle tend quand on 
prend les valeurs de i dans Tordre croissant de grandeur; car, dans la 
formule 

on ne pent prendre aucune valeur de i superieure a la limite de jx, et 
Ton ne prend aucune valeur de i sans prendre toutes celles quilui sont 
inferieures. 

25. Comme le nombre des classes proprement primitives h peut se 
determiner directement, les. formules precedentes donnent les limites 
principales des series que Ton deduit de la serie harmonique en affec- 
tant du signe — i une partie de ses termes, suivant certaines lois deter- 
min^es. Nous en donnerons ici quelques exemples. Prenons d'abord la 
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formule (i4) en y joignant S = i» ce qui reduit k Tunit^ le produit 
La seconde formule nous donne la serie de Leibnitz 

TT 1 I II 

3579 

( I'-l t— 1 
-^ j = ( — I ) * * = I ou — I , suivant que i est 

de Tune des formes 8 n -+- 1 , 3, ou de Tune des formes 8/1 -h 5, 7. On 
a done, comme h=i^ 

TT I 1 I 1 I I I 
= =1-4-0 — :r 1 1 5 r-f-.... 



2^2 3 5 7 9 II i3 i5 

Pour (D = — 3, on trouve 



7r I I I I I 1 I 

■==1— 7:H H-^ 1 ;r-|-.... 



2^3 5 7 II i3 17 19 23 

Dans les deux premiferes series, les termes n— ^ — et 3-^ — ont les 

* on H-i on +7 

mSmessigneSy tandis que les autres termes ont des signes contraires. 
On aura donc» en les ajoutant, 

{i-+- ^2)71 Iff III 

8 '"''"7 '^9~^'^25""37"*'38"""" 

De m6me, en faisant S = 1 dans I'equation (i5), on en deduit 
Soit (D = 3, on a 

(7) =<-'-■- 






I III I III /(3-f-2V^) 

3 5 7 9 II i3 i5 17 ^^ ' 

25. 
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soit (D = 3, 

5 7 II i3 17 19 y/3 

Ccs exemples suffisent pour indiquer les applications que Ton peut 
faire des formules pr^c^dentes dans la theorie des suites. 



VI. 

26. Quand le determinaut (D est negatif, la transformation de la serie 

V [-r j ^9 que nous designerons par V, met en evidence une relation 

remarquable entre le nombre des classes proprement primitives du 
determinant —n et Texposant (x, qui permet de resoudre, au moyen 
de certaines fonctions 0^ Tequation 

4/?** ~ ^' -h ny^f 

dans laquelle p designe un nombre premier de la forme /leo +i. Nous 
trouverons, pour ex primer le nombre des classes h, les mSmes fonc- 
tions numeriques au moyen desquelles Cauchy a exprime la valeur de 
Texposant fx [Mdmoires de I' Academic des Sciences^ t. XVII). Nous 
commencerons par rappeler que la suite 

sinSo sinScf) sin7(p 
(1) sin9H ^ H g-^ H ^ -4-... 

est egale a 7 lorsque 9 est compris entre :imn et (^/n + i)?:, et a 

— 7 quand 9 est compris entre (am-f-iJTret (am ~f- 2)?:, /w d^signant 
un entier quelconque. 
Si dans la s^rie (i) nous remplaQons f par - + (f\ elle devient 



, , - cos 3 9' cos 5 9' cos 7 9' 
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Cette seconde s^rie est done egale si t ou k — 79 suivant que Tare 

^4-5)' est compris entre 2mn et ( a m -+- 1 ) tt, ou entre ( a m -+- 1 ) tt et 
(a/w-f- 2)?:. 

mm 

27. Posons daDS la s^rie (i) 9 = 7 '^ 9' et transformons le resultat 
au moyen de la formule 



sinp lj±:<f'\ = sin py cos<p'iiicos/>-; sin9' 



p*-i p-i - p*-i , . 

= (-I~"~£^±(-l)"i-^. 

Nous obtiendrons les deux formules suivantes : 

dans lesquelles / et ^ sont deux nombres entiers qui v6rifient respec- 
tivement les deux Equations 

^ -+- ?' =/^ -+- ?"» I - ?' = g^^ -+- ?*'» 

oil (f" et (f' designent deux arcs compris entre o etTr. En combinant ces 
formules par addition et parsoustraction, on obtient 

Dans ces formules les sommations indiquees s'etendent k toutes les 
Yaleurs impaires de p. 
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Nous emploieroDsaussi la formule suivante : 



dans laquelle n est un nombre positif impair; (^ j est le symbole de 

Legendre g^n^ralise par Jacobi, avec cette condition qu'on le r^dube 

k z^ro quand /> et n ne sont pas premiers entre eux. La somme V 

s*6tend k toutes les valeurs entieres de / comprises entre o et n. On 
trouvera la demonstration de cette formule, soit dans le M^moire de 
Dirichlet [Journal de Crelle, t. XXI)» soit dans les Notes X et XI du Mi- 
moire de Cauchy indique plus haut (n^ 26). 

28. Soit d'abord (D = — n. Le nombre n itant impair, on a la rela- 
tion 



»-' / .'X i — 1 ii-t i.| ji+i 



X-f-I, 



(?)=(^)(")='-^a)<-'-^='-'--a)= 

done 
Or la formule (6) devient 

> (-Jsin(/ — ^j~(-Wn dtns le premier CIS, sin=r4*'-*- 3, 

et 

^ ( - J cos ( / — - j =z j - j ^ dans le second. 



On trouve done 






» = 4*-+-3, 



;i Ji = 4''^'* 



POUR UN DETERMINANT D0NN£. 1 99 

Gomme la seconde integration relative k /ne s'^tend qu'a un nombre 
limite de termes, on pent renverser I'ordre des integrations : on a 
ainsi 



/.2/7r\ 



sin = 4^ -+-3, 



> si n = 4 ^ H- 1 • 



Si dans la s^rie (i) nous faisons 9 == — -^ f sera compris entre o et tt 

quand / sera Tun des nombres m' compris enlre o et | /i; f sera compris 
entre n ei 21: quand / sera I'un des nombres entiers m!' compris entre 

. /.2/7r\ 
sm ( I — 1 

^netn. Or la somme V . ^ ^ est 6gale k j dans le premier cas, 

k — 7 dans le second : on a done, si n = 4^ + 3f 
4 

Or la relation 
donne 

■ -2(t>2(?)- 

On a done 

(6) v=-^^(^), n = 4^+3, o<m'<in. 

i±t cos I I — J 
De meme V ( — * ^~ — ^^^ ^g^^ ^ 7 quand / est compris entre 

o et 7 ou entre -^ et n, et k — ^ quand / est compris entre 7 ^t ^' Si 



200 NOMBRE DES CLASSES DE FOR3IES QUADRATIQUES 

done Dous designons par fx, fx.\ fi" les nombres entiers compris respec- 
tivement dans ces trois intervalles, nous aurons 

Or les valeurs de jx et fx."' se correspondent une Ik une par la formule 
II" =11'-' |x; d'ailleurs on a 

done 

2(^)=S(-:)- 

D'un autre cole, la formule 

2©-S(^)-(^')-» 

donne 
On a done 

(7) ^=^|5(«)' »=4^ + '' o<F<i«. 

29. Soil (D = — 2/1 : on aura 



I« — 1 / — I / • \ W - 1 I - I 



(l)=m(?)=<->^^^(-»)'-'-^' 



lO Si /I = 4^ + i» 



i« - 1 i - 1 



(f) = ,-.,-^-(i) e. a)=;^2(l-)co,(.-^) 
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2® Si n =-4^ +3, 

(?)='-'^'a) «' (f:)=,i2(-:)-('-^)- 

En substituanc ces valeurs dans la s^rie Y, et intervertissant Tordre 
des integrations, on oI>tient 



,t-_i ,_i 



--^ / f \ --^ ( — " ) cos I I ) 

S/ f \ ir^ ( — O sin ( I 1 



si n = 4^ -•"'> 

si Ilr=r4x -f-3. 



La transformation de ces formules, aumoyen des Equations (3) et (4)f 
donnera 

ou 

suivant que le nombre n sera de la forme l\x -¥1 ou de la forme 

4^:4-3. 

Dans ces formules, les integrations s'^tendent k toutes les valeurs 
de / premieres avec n et inferieures k n; les nombres entiers sont de- 
termines respectivement par les deux equations 

dans lesquelles ttii doivent etre compris entre o et i . Or, quand le 
nombre / varie de o k 779 

dnnoJUt de VKcoU Normale. %• S^rie, Tome III. 26 
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quand le nombre / varie de g a -^> 

fzr-o, gr=-~i; 
quand le nombre / varie de -g- k -g-> 

quand le nombre / varie <^c "«■ ^ ^' 

quand le nombre / varie de ^ a /i, 

Si nous d^signons indefiniment par /, /', /", l^.l^ les nombres entiers 
compris respeclivement dans ces cinq intervalles, nous trouvons 

Les nombres /'^ et / se correspondent deux k deux par la formule 
/'^ = /i — /: done 



mhm 



De meme, les nombres T peuvent se partager en deux groupes, les uns 
compris entre -^ ei -j que nous d^signerons par /,, et les autres com- 

pris entre - et -g- > qui seront donnas par la formule /i — /,. On a done 



m-m 
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a designe le nombre des termes dela suite i, 2, 3,..., — j— 1 qui ve- 
rifient la condition (^j =1, et j3 le nombre de ceux qui verifient la 

relation f^j = — i. 

Quand le nombre n est premier, a est le nombre des r^sidus, et ^ 
celui des non-residus compris entre o et j/i. 

HI. (D=::— 2/1, n=4'^-H<>'> 

Si Ton designe par A et A' les nombres des valours /et /| qui satisfont 
a la relation [-] = i, par B et B' les nombres de celles qui verifient 

la relation opposee (-] = — i, la formule precedente peutsemettre 
sous la forme suivante : 

/i::-:2(A-B — A' + B'), 

IV, (Qizz — an, n:=:^x -^Zf 

Lorsqu'on designe par A le nombre des valeurs de /' qui verifient la 
condition ( - j = i ^ et par B le nombre de celles qui satisfont k la rela- 
tion opposee, la formule obtenue prend la forme suivante : 

/i — 2(A-B), 

31. Gauchy, dans la note XII du Memoire cite^donne diverses trans- 
formations de la fonction numerique i — y» qui fournissent autant 
d'expressions diverses du nombre A. On a (p. 6g6) 



. • • 
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A<,A2,... designant respectivemeDt les sommes V (")'»5j(~) '*'•*• 

etendues k toutes les valeurs de /premieres avec n et inferieures a n. En 
d^signant ces valeurs par a ou par h, suivant qu'elles verifient la rela- 
tion (- j =1, ou la relation opposee (- ) = — i, on aura 

'='-=[»-a-)]^^=['-a)]'-^^'=- 

La premiere de ces transformations se trouve aussi parmi les formules 
de Dirichlety qui donnent en outre une transformation analogue pour 
chacun des trois autres cas. 
Quand n d^signe un nombre premier 4^ + 3^ la formule 

est ^quivalente a celle que Jacobi a publiee dans le Journal de Creile, 
(i83!i) et qu'il avait trouvee par induction. 

Dans le m^me cas, ou n est un nombre premier 4^ + 3» Cauchy 
donne une regie fort curieuse jpour determiner la difference i—jf et 
par suite le nombre des classes h : « Soit B|- le nombre de Bernoulli 
qui correspond k I'indice if et n un nombre premier 4^ + 3; la diffe- 
rence i—jf definie plus haut (I), est determinee par la congruence 

I — 7=2Bn^i, si n ~ 8/ -+■ 7, 

4 

et par la congruence 

I— 7=Eij — 6Bn-n, si /I = 8/ 4- 3. « 

4 

Enfin, dans le meme cas, on pent determiner le nombre h au moyen 
d'un nombre limite d'operations effectu^es sur le determinant, en in- 
troduisant la seule fonction num^rique E(a:), que nous d^signerons, 
pour abreger, par (a?) = le plus grand entier contenu dans oc. On a 



*=['-a)][^^^^4^^-«s;'(^)} '= 



n-3 
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VII. 

32. Quand le determinant (D est positif, la transformation de la serie 
V ( -r J i pent s'effectuer au moyen de la formula 

i \ If .9 . cos3o cosSo , ^ ^ 

(lo) i/coi- = cos<pH w—^H 5"^"^ ••» o<<p<7r, 

que nous avons d^montr^e au n^ 26. Nous nous bornerons a un seul 
cas, celui oil 

La formule (5) devient alors 

d'ailleurs 
done 

Or, d'aprfes la formule (lo), on a 

2cos(.-^j--.i/col_, 

si m est compris entre o et - • En y posant 9 = 27r — y', on trouve 

JO 



On a done 



/ . 2m7r\ 
1 i = i/col^-^,r], - 



<m<», 
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et par consequent 

I(f)7=7^[2(?)'-?-S(?).'-(=^')} 



2 



D'ailleurs 

la seconde somme pent done s'ecrire 

car chacune des valeurs Aen — m! est egale a I'une des valeurs de m. 
En substituant dans la formule 






on obtient T^quation 

ncoi — 
(11) A— -=- / v—? 

dans laquelle nous d^signons les nombres entiers premiers k n et com- 
pris entre o et \ n par a ou par by suivant qu'ils verifient la relation 

(^j =1 ou la relation opposee (-) =— i. 

Dirichlet, effectuant sa transformation par une autre m^tbode, 
trouve, dans le meme cas, 

2— I ) nsin6 - 
"/(T + Uv^nJ nsinalF' 



n 



Dans cette formule a et b ont la signification que nous venons d'indi- 
quer; seulement les produits indiques par n s'etendent k toutes les va- 
leurs de a et de 6 comprises entre o et n. 
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33. Pour obtenir les formules analogues k la farmule (ir) dans les 
autrescas, il faut transformer la formule (lo) en y remplaQantf par 

- + <p', ou par J ± 9', comme nous avons fait aux n®* 26 et 27 pour 

la s^rie (i). Ces formules, combinees avec Tequation (5), conduiront aux 
formules cherchees par une m^thode toute semblable k celle que nous 
venons de suivre dans le cas ou /i = 4^+i. Nous n'insisterons pas 
davantage sur ces transformations, qui ofTrent rooinsd'interet quecelles 
qui concernent les determinants n^gatifs. 



SUR LA 



PHOSPHORESCENCE DU PHOSPHORE, 

Par M. J. JOUBERT, 

PROFBSSBUR AU LYC^E DE HONTPELLIBR. 



I. — Historique. 

Le pliosphorc luit dans Tair a la temperature ordinaire et, 8*il est 
dans une cloche placee sur Teau ou le mercure, la phosphorescence est 
accompagnee d'une diminution de volume tres-sensiblc. Le premier 
fait est celui par leqi^el s'est tout d'abord revele le phosphore; quant 
au second, je le trouve signale pour la premiere fois par Fonlana (^); 
Schefele (*) en fait mention dans son Traite de Vair el du feu. Je n'en 
trouve pas trace dans les ecrits de Lavoisier. On ne pent douter cepen- 
dant que ce fait ne fut connu des chimistcs de TEcole fran^aise et 
attribuepar cux a sa veritable cause, Toxydation du phosphore; t^moin 
la remarque suivante de Fourcroy (*) : « II faut avouer qu*il doit 
paraitre etonnant que Fair vital, ce corps si eminemment propre a la 
combustion, qui briile avec tant de rapidite tons les corps combus- 
tibles echauffes chacun h un degre determine, n'ait aucune action, a la 
temperature ordinaire, sur le phosphore et que cette substance perde, 
meme au milieu de cet air, une grande partie de la propriete lumineuse 
si bien entretenue par I'air atmospherique. > 

La remarque, en effetsi curieuse, de Fourcroy, devait, quelquesan- 
nees plus tard, servir de base a une vive attaque centre la theorie dite 



(') FoNTANAcit6parKirwan, Supplement au Traite de Vair et dufeu, de Scheele; 1787. 

(*) ScuEkhE, Traite de I'air etdu feu, ^. 63; 1777. 

(*) FouBcaoT, Memoires de VAcademje des Sciences pour 1788. 

Annates de t'^cote Tiormale, 2* S^rie. Tome lu! 2^ 
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alors des chimistes franQais^ et qui n'euit que celle de Lavoisier. Au 
moment oil cette th^orie arrivait a son triomphe d^finitif et comptait 
parmi ses plus zelcs defenseurs sesplus illustres adversaires de la veille 
(Cavendish, Kirwan, Klaprotb, etc.), un chimiste de Jena, Gottling (' ), 
paVtant du fait remarque par Fourcroy et de cet autre, que le phos- 
phore luitdans Tazote repute pur, venait afBrmer que Tazote est plus 
propre k la combustion que Toxygene; et deux autres chimistes alle- 
mands, Lempe et Lampadius (^), encherissant encore, demontraient 
que le phosphore brulant dans Fair atmospherique laisse pour residu 
I'air vital, et absorbe par consequent le gaz azote. 

II en fut de cette attaquc commc de toutes celles qui avaient et6 Ian- 
cees contre la theorie de Lavoisier : elle ne servitqu'a provoquer des 
etudes nouvelles et, par les r^sultats auxquels elle conduisit avec tant 
de surete, qu'a lui donner plus de solidile et d*eclat. Deux Memoires 
refuterent les assections deschimistes allemands, I'undeBertbollet (*), 
Pautre de Fourcroy et de Vauquelin (*). 

Bertbollet montre que c'est bien Toxygene que le phosphore enlfeve 
a Pair atmospherique et qu'il ne laisse comme residu que I'azote; que 
les phenomenes de I'oxydation et de la phosphorescence sont correla- 
tifs; que la phosphorescence cesse si tot que Foxy gene est completement 
absorbe, qu'elle reparaitsitot qu'on ajoute de I'oxygfene; et il signale 
Temploi du phosphore a froid comme un precede eudiom^trique supd- 
rieura tousceux qu'on avait employes jusque-la, etayantsurtoutTavan- 
tage de presenter, « par la cessation des lueurs, un indice certain de la 
fin de Tabsorption i. La remarque de Fourcroy, dont il verifie Texac- 
titude, lui suggere Thypothese suivante : Le phosphore se dissoutdans 
Tazote, non dans Toxygcne, et n'est enflamme par le second qu^aprfes 
avoir ete dissous par le premier. II voit la une nouvelle propriety de 
Tazote; mais Fourcroy et Vauquelin trouvaient la meme propriete 



(') G()TTLING, Observations tendant a rectifier le nouveau systeme ; Weimar, 1794. 

(') Lempe et Lampadius, cit^s par Berlhollct, et par Fourcroy et Vauquelin, he. cit. 

(") Bertiiollet, Observations sur les proprietes eudiometriques duplwsphore [Journal de 
Vicole Poly technique y 3' cahier, p. 274; 1797). 

( * ) FouBCROT et Vauquelin, Examcn des experiences faites en JUemagne sur la pr4^ 
tendue combustion dans le gaz azote, etc, et des resultats qiCon en a tir^s. (Lu 11 la 
I'* classe de Tlnstitut, 11 pluvidse an IV). — Annates de Chimie, t. XXI, p. 189; 1797, 
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fiant; Davy (*) et Graham (^) donnent une longue listede corps simples 
et composes, organiques et inorganiques, qui empechent plus ou moins 
la phosphorescence; mais dans tous ces Memoires aucun doute u'appa- 
rait sur le caractere essentiel du phenomene, et il en est ainsi jusqu'au 
moment oil Berzelius fait paraitre la 5^ edition de sa CAi>ni>(i843) ('). 

Berzelius y attribue la phosphorescence non h Toxydation, itiais a la 
vaporisation du phosphore. Ses raisons, c'est que le phosphore luit 
dans le vide barometrique, qu*il luit dans Tazote et rhydrogfene 
exempts d'oxygene, et enfm que Toxydation du phosphore est accom- 
pagnee d'un degagement de chaleur qui ne se manifeste pas dans les 
conditions ordinaircs de la phosphorescence. Ainsi, pourlui» la cause 
unique de la phosphorescence est la vaporisation du phosphore: Toxy- 
dation n'est qu'un phenomene secondaire; le phosphore luit tantqu'il 
se vaporise, c'est-a-dire tant que Tespace qui le renferme n'est pas sa- 
ture; s'il y a de I'oxygene, cetle saturation n'est atteinte que lorsque 
Toxygene a disparu, la vapeur de phosphore etant absorbee au fur et k 
mesure de sa production. Quand dans un espace le phosphore a cessS 
de luire, on pent de nouveau le rcndre lumineux, soit en ^chauffant, 
soit en augmentant I'espace occupe par la vapeur, soit en provoquant 
de toute autre maniere une vaporisation nouvelle. Gette'theorie permet 
d'expliquer tous les phenomfenes qu'on observe ordinairement dans un 
espace contenant un baton de phosphore; maisje ne vois pas comment 
elle pourrait expliquer lesnuages lumineuxque produit rintroduction 
de quelques bulles d'oxygene dans un gaz qui a sejourne au contact du 
phosphore et qui se trouve simplement sature de sa vapeur. 

Quoi qu'il en soit, I'assertion de Berzelius fut le sujet d'un d^bat 
contradictoire en Allemagne, auquel prirent part Marchand {*) d'un 
cote, Fischer (*) et Schrotter ( ^) de I'autre. 



(') Davy, Philosophical Transactions, p. 1812 et 1818. 

(') Graham, Observations sur roxjrdation du phospliore [Quart, /ournai, n" 11 ; I Sag. — 
j^nn, Pogg.y t. XVUI,p. 375). 

(*) Berzelius, Lchrbuch der Chcmic, Bd. I, p. igS; i843. 

(*) AfARCOAND, Erdmann's Journal fiir praktische Chemie, Bd. L, s. i , i85o. 

(*) Fischer, Erdmann^s Journal fiir praktische Chemie, Bd. XXXV, 8. 343; iS45. 

Bd. XXXIX, 8. 48. 

(*) Schrotter, Ueber das Ijeuchten dcs Phosphor [Sitzungsberichte der Kais, Akademie 
der yVissenschaftcn, Bd. IX, 8. 4i4-4i9) Jahrgang iSSi). 
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Je n'ai pas lu les Memoires originaux de Fischer etde Marchand ; je 
ne les connais que par la courte analyse qu'en donne M. Scbrotler. 
Fischer cherche a demontrer que les fails sur lesquels s'appuie Berze- 
lius soDt faux et que le phosphore ne luil ni dans le vide barom^trique 
ni dans les gaz parfaitement purs. 

Mais, dans toules les questions relatives k la phosphorescence, ce 
n'est pas lout de montrer que le phosphore ne luit pas dans telle ou 
telle circonstauce ; comme un grand nombre de corps mettenl obstacle 
h la phosphorescence, il faut demontrer qu'aucun de ces corps n'est in- 
tervenu, ou tout au moins que sa presence n'empeche pas la phospho- 
rescence du moment ou Ton introduit des traces d'oxygfene. Cest pre- 
cis^ment cette circonstance qui jetle du doute sur quelques-unes des 
experiences de Fourcroy et de Yauquelin. A cette epoque, on preparait 
Tazote par Taction de I'acide nitrique sur la chair musculaire; or les 
vapeurs nitreuses empechent radicalement la phosphorescence. Le gaz 
employe en etait-il bien exempt? Cest, autant que j'ai pu com- 
prendre (*), par ce genre de raisons que Marchand refute les expe- 
riences de Fischer. II affirme, en outre, que dans un courant de gaz 
parfaitement pur le phosphore luit d*une maniere continue. 

£n presence de ces resultats contradictoires^M* Schrdtler(^) cherche 
a vider la question par des experiences precises. 

Du phosphore plac^ sous la cloche de la machine pneumatique cesse 
deluire quelque temps apres qu'on a fait le vide; si Ton faitalorsjouer 
les pistons, la cloche reste obscure, mais les deux cylindres de la 
pompe deviennent lumineux; il y a done vaporisation trbs-active du 
phosphore, mais il n'y a de phosphorescence que la ou il y a de Toxy- 
gene. 

II montre que le phosphore ne luit ni dans le vide barometrique ni 
dans rhydrogfene pur, meme quand'on echauffe a loo degres I'espace 
qui le contient. 

Enfin il place du phosphore dans un courant d'hydrogene purifie 
avec soin par les procedes ordinaires et passant finalement sur une 



( ' ) ... Dass bei den Versuchen Fischer's fremdartige EimflUsse die Ursache des Nicht- 
leuchtens des Phosphors in sauerstoffreien Gasen waren. 
' (*) ScHROTTBR, Comptes rendus tie V Academic des Sciences de Vienne^ t. IX; i852. 



2l4 SUR Lk PHOSPHORBSCENCE 

colonne de cuivre metallique. Le cuivre ne fut pas chauff^ toutd'abord, 
et apres six Iieures de degagement le phosphore cootimiait k luire. 
Si tot que le cuivre fut chaufle, la phosphorescence disparut; elle repa- 
raissait quand on laissait refroidir le cuivre, et les memes alternatives 
furent repetees un grand nombre de fois. 

Comment se fait-il qu'en presence d'exp^riences si nettes et si con- 
cluantes Topinion de Berzelius se soit si fortement accreditee en 
France, que jusqu'a ces dernieres annees elle soitrestee Topinion r^ 
gnante et la seule admise dans Tenseigneroent? De tons les livres de 
Chimie, ^lementaires ou non, publics en France depuis i843, etque j'ai 
eus sous la main, il n'en est pas un seul qui n'adopte pleinement Topi- 
nion de Berzelius et ne refute avec lui la theorie de Toxydation. Je ne 
connais que deux exceptions et toutes recentes : la 3* edition de la 
Chimie de M. Debray, publiee en 1870, et le Dictwnnaire de Chimie de 
M. Wurtz, qui vient de paraitre. 

Mes experiences sur ce point etaient terroinees en 1870. Depuis il a 
paru, en Allemagne, un Memoire de M. MuUer qui arrive aux meroes 
conclusions (* ). Je citerai, au fur et a mesure que Toccasion s'en pr6- 
sentera, les experiences et les resultats consignes dans ce Memoire. 

II. — La phosphorescence est due uniquement a I'oxydcUion 

dii phosphore. 

Mes experiences, comme celles de M. Schrotter, ont port6 sur les 
trois points suivants : 

I*' Le phosphore ne luit point dans le vide barometrique; il peut y 
etre fondu et volatilise sans que la phosphorescence apparaisse. 

^i*' Le phosphore ne luit pas dans une atmosphere gazeuse complete- 
ment depouillee d'oxygene, a quelque pression que ce soit. II (leut y 
etre fondu et volatilise, sans qu'il y ait trace de phosphorescence. 

3*^ Le phosphore ne luit pas dans un courant continu d'azote» d'hy- 
drogbne, d*acide carbonique, quand toutes les precautions sont prises 



( * ) W. Mi'LLBR, Sur lit phosphoFTscence du phosphore ( Comptes remdms de VAeadinne 
de Berlin i 1S70; Ann. Pogg,, U CXLI| p. gS). 
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chine, et il elait facile, par un jeu conveoable des robinets, de faire 
renlrer une tres-petite quantile d'air. A chaque reotr^e on excitait la 
phosphorescence. 

Pour demonlrer que le phosphore ne luit pas dans une atmosphere 
gazeuse complelemcnt privee d'oxygene, M. Muller (') proc^e de la 
maniere suivante : une cornue ou une cloche courbe est rempHe par ud 
melange de sulfate de protoxyde de fer et de polasse; it se forme un 
precipite d'hydrate de protoxyde de fer qu'on reunit dans la panse; 
['ouverture de la cloche elaot placee sur la cuve & eaa, on y fait pe- 
netrer le gaz sur lequel on veut experimenter. Au contact de I'oxyde il 
se depouille des traces d'oxygene qu'it peut contenir et un batoD de 
phosphore mis dans ce gaz ne donne pasde phosphorescence; on la 
provoque, au contraire. en faisant rentrer la moindre bulle d'air ou 
d'oxygene. 

3. Les experiences de la troisieme serie sont beaucoup plus difii- 
ciles. On ne saurait ioiaginer a priori combien il faut de precautions 
pour eviler completement I'acces de I'air dans un appareil. Avec un 
appareil un peu complique et dans lequel on ne peut se passer de bou- 
chons, cela me parait presque impossible. Je n'ai pu reussir, dans 
ce cas, qu'en noyant dans I'eau tons les bouchons et toiis les raccords 
de I'appareil. 

Fig. I. 




La chose peut, du reste, se faire d'one maniSre assez simple. 
Chaque tubulure {fig. i] fermee par un boucbon est entour^ d'un col 

(') HCLLER, Sur la phnsphonscfnrr At phosphore {Comptes rendus de Vjtcad^mie de 
Btrlia, 187a; Jnit. tte Pogg., t. CXLl, p. js). 
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chauffe au rouge et enfin sur de la mousse de platine ^galement chauffee 
{fig. 3). Tout Tappareil est forme d'unseul tubeconvenablementelire. 
Le phosphore reste parfaitement obscur. Le gaz qui se degage n*a 
d'autre odeurque celle du phosphore.il est tres-facile de seconvaincre 



Fig. 3. 




que la phosphorescence n'est point empechee par des gaz etrangers. II 
suffit en versant du liquide par le tube a entonnoir d'entrainer dans 
Tappareil une bulle d'air; quelques instants apres, la phosphorescence 
se declare et persiste pendant quelque temps, k condition, bien en- 
tendu, qu'on ne chaufle pas la mousse de platine; si celle-ci est chauf- 
fee, la. phosphorescence ne reparait pas. 

La diOiculte de preparer des gaz non souill^s d'oxyg^ne explique 
facilemenl les meprises des observateurs qui ne s'etaient pas mis suffi- 
samment en garde centre cette cause d'erreur. Souvent c'est par le 
tube abducteur plonge dans le mercure que se fait la rentr^e de Toxy- 
gene; on voit des colonnes lumineuses monler dans ce tube et mar- 
cher vers le phosphore. II m'est arrive \ plusieurs reprises d*avoir 
une phosphorescence constante dans une petite cloche plac^e sur le 
mercure et qui contenait un baton de phosphore, alors que Toxy- 
gene devail etre depuis longtemps epuise. II suffisait de verser une 
eouche d'eau ou d'huile a la surface du mercure pour que toute trace 
de phosphorescence disparut immediatement et pour toujours. L'air 
se glissait done entre le vcrre et le mercure. II n'en est pas tou- 
jours ainsi ; mais il suffit que le fait se presente quelquefois, sans cause 
apparente, pour qu'il y ait lieu de s'en meQer toujours. On verra plus 
loin ce qui se passe quand le gaz est place sur Teau. 

II resuhe de tout ceci que le phosphore se montre comme uq reactif 
d*une sensibilite extreme pour Toxygene. J'avais commence, il y a d^ja 
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loin, par suite on augmente la quantite cle chaleur developpee, etPon 
ompoche sa doperdilion. Du reste, je me suis assure, sans savoir que 
IVxporiencc avail dejii eie faite pap Meiloni elNobili('), que cet 
tVhaulVemcnt, dilficilc a conslater avec les ihernnomelres ordinaires, 
pout dire mis on evidence par la pile thermo-electrique. Deux perils 

Fig. 4. 
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elements, ar^enlan et fer \fig. 4 * aooouples en sens contraires, etaienl 
tMi relation avec un gaivanometre a miroir. Chacun etait renferme dans 
un petit tube en verre mince et les deux tubes plonges dans un bain 
dVau agiteoonstamment.C.es deux tubes communiquent entre eux et, 
avec une pompe a mercure. on pouvait t amener simultanement la 
pression a un degre quclconque. L*un de ces lubes contenait un baton 
de phosphore: les tubes etant pleins d'oxvgene a la pression ordinaire 
et la phosphorescence elant nulle. on determinaii la position do bar- 
rt^au: puis on raretiait le gaz de maniere a determiner la phosphores- 
cence: le galvanometre accusait immedialemest du eote du phosphore 
unc elevation de temperature qui allait en croissant an fur et a mesure 
qu\ni raretiaii Toxvgene. 

l>tte combustion de la vapeur de phosphore par Toxygene presente 
unc particularite remarquable. cVsl qa'elle n'est possible qu*entrecer- 
taincs limites de coni(H^sition du melange. A one temperature donnee 
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et, par suite, pour uoe tensiou donnee de la vapeur de phosphore, la 
combiuaison n'a plus lieu, si la quantite d'oxygene ou, ce qui revient 
au meme, si la pressioD de Toxygene est trop grande ; ellc n'a plus lieu 
Don plus si cette pression devient trop petite. 

La premiere partie de cette proposition trouve sa demonstration 
dans le fait si connu, et signale pour la premiere fois par Fourcroy (*), 
de la non-phosphorescence du phosphore dans Toxygene pur a la tem- 
perature et k la pression ordinaires et de son apparition quand on vient 
a diminuer la pression de cet oxygene, celle de la vapeur de phos- 
phore restant constante. Quant a la seconde partie, je vais citer en de- 
tail, entre beaucoup d'autres, quelques observations qui mettent hors 
de doute, il me semble, son exactitude. 

1. Un tube de 20 millimetres de diametre, ferme par unbout et conti- 
nue a Tautre par un tube de 5 millimetres de diametre environ, renfer- 
mantun mince baton de phosphore (^), est mis en communication avec 
la pompeamercureetrempli d*oxygene. L'oxygene etant k la pression 
ordinaire, la phosphorescence est nuUe; au premier coup de pompe 
elle apparait sur.toute la surface du baton et s'etend h mesure que le 
vides*opere. A un moment, le tube tout entier est plein d'une vapeur 
brillante, de couleur laiteuse; mais la surface du baton n*estplus aussi 
brillante, elle cesse meme d'etre lumineuse, et lenuage phosphorescent 
s'en ecarte de plus en plus; enfin le nuage lumineux abandonne les 
parties inferieures du tube et, s'elevant pen a peu, va se perdre dans le 
tube de caoutchouc qui le reliea la machine. Le tube ^tait alors com- 
pletement obscur, mais Tappareil ne tenait pas parfaitement; deux 
minutes apr^s le tube s'illumine tout d'un coup pendant quelques 
secondes, puis tout rentre dans Tobscurite; deux minutes apres, nou- 
yelle apparition de lueurs, et toutes les deux minutes, avec une regu- 
larity admirable, la meme succession de phenomenes se reproduisait. 



(') FODRCROT, M^moires de V Academic des Sciences pour 1788. 

(') Dans toutes mes experiences je me suis servi de petits b&tons de phosphore ayant en- 
viron 4 2i 6 millimetres de diametre. Us ^taient pr^par^s au moment mSme ou Ton devait 
s en servir. Le phosphore employ6 ^tait du phosphore purifi^ du commerce. On le faisait 
chauffer pendant quelque temps dans de Teau ammoniacale, puis on le lavait avec soin. II 
6tail alors presque blanc, tr^s-transparent et tr^-flexible. 
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L'exp^rieDce a dur6 plus de trenle-six heures; le manom^tre montait 
de \ de millimetre environ par heure. Or il est evident que Tair ne 
rentrait pas tout d*un coup, mais d'une maniere continue; seuleroent 
il fallait deux minutes environ pour qu*il s'accumulat la quantity d'oxy- 
gene necessaire a rinflammation. 

2. Une petite cloche de 20 millimetres de diametre et 260 milli- 
metres de hauteur, contenant un balon de phosphore, repose sur Teau 
et est a moitie remplie d'un gaz depouille de son oxygene. La phos- 
phorescence n'a plus lieu; mais si Ton regarde attentivement dans une 
obscurite profonde et avec des yeux rendus sensibles par un sejour un 
peu long dans Tobscurite, on voit, k des intervalles parfaitement r^gu- 
liers, un petit nuage lumineux se former au-dessus de Teau et grandir 
progressivement jusqu'au hautdu tube; puisTobscurite se fait jusqu'i 
ce qu'il se reforme un nouveau nuage, et ainsi de suite indefiniment. 
L'explication dece fait est simple et me semble demonstrative. L*oxy- 
gene dissous dans Teau se diffuse d'une maniere continue dans lapartie 
superieure de Teprouvette et s'y accumule de plus en plus jusqu*a ce 
que sa quantite soit suffisante; alors Tinflammation se produit a la 
partie inferieure, oil la quantite d'oxygene est la plus grande et oil les 
conditions requises se trouvent tout d^abord remplies, et de Vk Tin- 
flammation se communique a tout le melange. 

3. Voici encore une experience] tres-simple : Un baton de phos- 
phore est place horizontalement dans un ballon; un tube unpen etroit 
ouvert aux deux bouts traverse le bouchon et vient aboutir un peu au- 
dessus du milieu du baton. Quand Toxygene est epuise, la phospho- 
rescence cesse, mais pas d^une maniere absolue. De temps en temps 
une lueur apparait au milieu du baton de phosphore k I'orifice du tube, 
puis se propage horizontalement, couvre tout le baton et s'eteint au 
bout de quelques instants. Si Tair arrive en plus grande quantity, la 
phosphorescence est continue et le ballon presente Taspectd^une boule 
laiteuse; si Tair a un acces trop facile* il n*y a de phosphorescence 
qu*k la surface du baton, la oil la vapeur de phosphore se trouve en 
quantite sutBsante. 

J*ajoute que ce fait d*une phosphorescence intermittente et regu- 
liere avait deja ete observe. Tai trouve dtns les Annates de Poggenr 
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Enfin, en poursuivant cet ordre d*idees» ne serait-il pas permis de 
se demander si Ton ne se trouvcrait pas la en presence d*une loi gene- 
rale et si Ton n'aurait pas sous les yeux, kla temperature ordinaire, ce 
qui aurait lieu pour Thydrogene et Toxygene, par exemple, k une 
temperature de 5oo degres? Ce sont la d'ailleurs des questions trfes- 
delicates» sur Icsquclles il est difficile de se prononcer. 

Quoiqu'il en soit, leplienomene presente parle phosphoren'estpas 
un phenomcneisole» etj'ai pu le constaterd'une manierecertainepour 
deux autres corps, le soufre et Tarscnic. 

On lit dans Berzclius (* ) que si Ton frotte un morceau de soufre sur 
une brique chaude, mais non suilisamroent pour renflammer» les 
traces liquides laissees par le soufre sur la brique sont visibles dans 
Fobscurite et laissent echapper des nuages lumineux; que d'ailleurs 
ce phenomene n'est pas du a une oxydation du soufre, mais a sa trans- 
formation en vapeur, etc. Je crois meme pouvoir affirmer que c*est 
cette experience qui a suggere a Berzelius sa theorie de la phospho- 
rescence du pbosphore. Les deux phenomenes sont eneOet identiques» 
ct Tun comme Tautre doit ctre attribue a Toxydation. 

Si Ton chaufTe vers 200 degres du soufre dans un tube a essai> le 
soufre reste obscur, mais au-dessus de lui s*elevent des nuages lumineux. 

Si Ton chaufTe le soufre jusqu*a I'ebullition, dans un courant d'acide 
carbonique pur» il n*y a pas trace de phenomene lumineux. II en est 
de meme si Ton chaufTe Ic soufre dans le vide de la pompe ^ mercure. 

Enfin, dans Toxygene pur, memes resultats que pour le phosphore. 

Un tube de verre de 1 5 millimetres de diam^tre, ferme a un bout et 
suivi a Tautre par un tube plus fin, contient quelques grammes de 
soufre et communique avec la pompe ^ mercure. On chaufTe le soufre 
avec un becBunsen dont la flamme est convenablement masquee; la 
temperature est d'environ 200 degres. Des nuages phosphorescents 
s* eleven t dans le tube; on fait le vide, ils disparaissent. On fait renlrer 
de Toxygene pur a. la pression ordinaire, la phosphorescence reparait» 
maisfaible; on diminue la pression de Toxygene, la phosphorescence 
devient plusvive; enfin elledisparait quandlevide est a peu pr^s com- 

('] Berzelius, Handbuch der Chemie^ Bd. I, s. i85, i843 — Edition fran^ise, 1. 1, 
p. 177; 1845. 
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(les auleurs refusent, je ne sais pourquoi, au phosphoreun degr^quel- 
conque de solubilite dans Teau et atlribuent le phenomfene en ques- 
tion a des particules, des poussiercs de phosphore qui se seraient 
detachees des batons. Quand dans certaines conditions des buUes 
gazeuses traversent cctte eau, ces bulles deviennent lumineuses. 
M. Muller (*) donne le fait comme nouveau, mais je le trouve signale 
d'une maniere tres-explicite dans un M^moire de Yauquelin (') etdans 
le Memoire de Berthollet ( ' ) dont il a deja &le question. Je vais dScrire 
les experiences que j'ai faites sur ce sujet : elles continueront k eclair- 
cir les faits qui precedent. 

II s*agissait d'abord de pouvoir produire a volont^ des bulles de gaz 
tres-pur et absolument depouille d'oxygene. J'ai employ^ avee beau- 
coup d'avantage Tappareii a azote decrit precedemment. 

D*un autre cote, j'ai dispose sur lemercure plusieurs series d'^prou- 
vettes, de 20 millimetres de diametre et 200 k 3oo millimetres de hau- 
teur, remplies a moitie de mercure, amoitied'eau, dansdiverses condi- 
tions. 

A, eau absolument privee d'air et un baton de phosphore; 

B, eau ordinaire aeree et un baton de phosphore; 
G, eau ayant sejourne au contact du phosphore. 

Pour obtenirles eprouvettes A, contenant de Teau absolument privee 
d'air, je m'y prends de la maniere suivante : de I'eau est mise en Ebul- 
lition dans un ballon muni d*un tube adducteur ; apres que la vapeur 
est sortie en jet pendant une demi-heure environ, Textr^mite du tube 
est enfoncee dans le mercure; puis la cloche exactement remplie de 
mercure est amenee au-dessus du tube; la vapeur y penfetre en se con- 
densant et en donnant lieu a des soubresauts violents, mais sans danger 
pour la cloche si on la tient solidement. Quand celle-ci est pleined'eau, 
on la reverse sous le mercure et on la remplit de nouveau, mais seule- 
ment jusqu'a moitie. Quand I'eau est refroidie on y introduit un b&ton 



(') MiJLLERy Sur la lumicre du pJiosphore [Comptes rendus de V Academic de Berlin, 
1870; Jnn, Pogg,, t. CXLI. 
( ' ) Vauquelin, Rupportfait a la Societe philomathique sur l*eudiometre de Seguin. 
(*) Berthollet, Journal de I'JScole Poljrtec/mique, 3* cahier, p. 1177. 



> 



aa8 suR LA phosphorescence 

eux. J*ai eherche a verifier le fait par unc experience directe. J'ai 
rempli :i moitie d*eau aeree une eprouvette placee sur le mercure, puis 
j*y ai fait passer un baton de phosphore prepare k Tinstant avee du 
phosphore tres-pur et lave tres-soigneuseroent. Au bout de deux mois, 
Teau ne presentait pas la moindre trace d'acidite, et lesbulles d'azote 
y etaient parfaitement phosphorescentes. Uneseconde eprouvette pla- 
cee en meme temps a cole, mais Torifice en baut et ouvert, a doone 
au bout de quelques jours des traces tres-marquees d'acidite. Je pense 
douc que I'eau desflacons oil l*on conserve le pbospbore devienl acide 
de la maniere suivante : le pbospbore dissous dans Teau emet des va- 
peurs a la surface*, ces vapeurs se combinent avee Toxygene de Tair, et 
le produit acide de la combustion retombe dans Teau du flacon et s'y 
dissout. 

Ces experiences preliminaires ayant etabli rigoureusement la condi- 
tion de pbosphorescence des bulles, je les ai poussees un peu plus loin 
d*une maniere plus simple, en me contentant de faire passer les bulles 
gazeuses dans un tube a essai faisant fonction de flacon laveur el con- 
tenant de Teau et un petit baton de pbospbore {Jig. 5). 




Avee Toxygene pur ou a peu pres : rien, sauf des nuages phosphores- 
cents a la sortie de Tappareil. 

Avee de Toxygene a 20 pour 100 d*azote : meme resultat. 

Avee Pair : bulles non pbospborescentes, mais nuages lumineux au- 
dessus du liquide. 

Melange d*uzote et d*oxygene contenant i5 pour 100 d'oxygene: 
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c'est de Tair qu'on a au-dessus du liquide, de I'azote k ai pour loo 
d'oxygene, qui ne donne pas de bulles phosphorescentes. Si le flacon 
est resle quelque temps ferine, I'oxygene de Tair a disparu en toutou 
en partie, et alors les bulles sont phosphorescentes, aux depens de 
Toxygene qui reste dans l*air du flacon et de celui qui se trouve dis- 
sous dans I'eau. 

L*eclat des bulles phosphorescentes qu'on obtient avec Tazote mele 
a 4 ou 5 pour too d*oxygene et de Teau ayant sejourne au contact du 
phosphore me fait penser qu'on aurait dans ces bulles un precede 
tres-sensible pour reveler la presence du phosphore en nature, et qui, 
dans certains cas, pourrait elre substitue avec avantage au procede de 
Mitscherlich. Quand la quantite de phosphore est tres- petite, on n'ob- . 
tientavec I'appareil de Mitscherlich qu'un phenomene fugitif et de Tap- 
parition duquel on n'est pas mailre. Au contraire, Teau qui a sejourne 
au contact d*une quantite de phosphore incroyablement petite, et qui 
d'ailleurs n'en a point paru diminuee, pent donner avec le melange 
convenable d'azote et d*oxygene des bulles phosphorescentes qu*on 
peutproduire a volonte, et dont on pent laisser passer un tres-grand 
nombre dans le liquide avant que la phosphorescence cesse de se pro- 
duire. 

V. — Forces elastiques de la Dapeur de phosphore. 

Du moment oil la question de proportions entre la vapeur de phos- 
phore et Toxygene joue un si grand role dans la combustibilite du 
melange, il etait inleressant de determiner, au moins approximative- 
ment, la force elastique de la vapeur de phosphore dans le voisinage des 
temperatures atmospheriques. Cette determination n'a, que je sache, 
jamais ete faite; je n'ai trouve sur ce sujet que des experiences de 
M. Schrotter (* ) pour des temperatures superieures a i6o degres et de 
M. Hittorf [^) pour des temperatures encore plus elevees. 

L*appareil dont jc me suis servi [Jig. 6; est un lube en U de i cen- 

(*) ScuROTTEB, Jlemoi'rrs fie V Academic de J'ienne, t. I, p. i3o; Anmdes de Cfdmie et 
de Phrsitjite, 3* serie, t. XXI V, p. 406. 

(') lliTTORF. Poggendt^rJI^s Jnnaien, Bd. CXXVl, p. 193. 
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J'ai cru parer k la difficulte en rcmplaQant le mercure par Tacide 
sulfurique concentre. Sifot qu*on a fait le vide, I'acide sulfurique a 
laisse degager des bulles; pour faciliter leur depart on a entoure le 
tube d'eau chaude : le vide a ete maintenu pendant toute une journee. 
Les bulles avant cesse de se degager, on a ferme Tappareil; mais il s*est 
presente un pbenoniene curieux : Tacide sulfurique montait constam- 
ment du cote du phosphore et accusait entre les deux branches une dif- 
ference de niveau qui allait continuellement en augmentant. Je n*ai 
done pu tirer aucun parti de eel appareil. 

Pn ne pouvait guere songer a Teau : avec un liquide aussi volalil, il 
sufBrail d*une ditlerence de temperature tres-faible entre les deux 
branches pour aniener des erreurs superieures aux quantitesa mesurer. 
J*ai eu alors rccours k la glycerine. 

L'appareil a fonctionne tres-correctement, el les tensions observees se 
relrouvaient identiques, soil qu'on elevat, soil qu'on abaissat la tem- 
perature. 11 est du reste curieux de voir avec quelle rapidite la force 
^la&tique de la vapeur de phosphore prend son etat d*equilibre. La 
moindre quantite d*eau froide ajoutee au bain amenait immediatement 
k la surface du tube un depot de cristaux de phosphore. Ces cristaux 
finissent par acquerir des dimensions assez considerables; ils sont tout 
a fy\i transparents et presentent un tres-grand eclat, qui rappelle celui 
du diamant. 

Voici les nombres obtenus, exprimes en colonnes de glycerine : 



Premiere sirie. 


• 


__ 


•4.8 


C.93 


19,1 


1,10 


23,6 


•.59 


»9>4 


2,65. 


33,7 


3,71 


39,5 


5,3i 


4i,a 


5,4a 


4.. 6 


5,55 


42,1 


5,69 


3*>,6 


5,3o 


35,4 


4.39 


33,5 


3.65 
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des temperatures superieures a celle de la fusion du phospbore» a donne 
ies resuUats suivants : 



Temperature. 


Force elasiiqae 


o 

45 
5o 

55 


mm 
6,0 

8,4 


6o 


10,1 


65 


12,5 


70 


i5,5 


75 


20,0 


80 


22,1 


85 


27,0 


9® 

lUO 


33,1 
4i,i 
48,6 



Les deux tableaux ne se raccordent pas exactement, mais Fappareil 
laissait a desirer dans le dernier cas, parce qu'il etait reste dans le tube 
una petite quantite de gaz dont on n'a pu tenir compte que d'une ma- 
nifere approebee, et parce que le niveau du mercure en contact avec le 
pbospbore etait difficile a observer. Malgre eette cause d'incertitude 
sur la valeur numerique des pressions, ies nombres du dernier tableau 
don'nent une idee suiBsante de la marche du pbenomene. 



VI. — Phosphorescence dans I'oxygene pur. 
Influence de la temperature. 

m 

J*ai deja dit que Foureroy (*) avait le premier signaie ce fait remar- 
quable que le pbospbore ne luit pas dans Toxygene pur a la tempera- 
ture et a la pression ordinaires de Tafmospbere. 

Cest lui aussi qui, dans le Memoire fait en commun avec Vauque- 
lin (^) et deja cite, a fait voir que la pbospborescence, qui n*a pas lieu 



(') Foi'RCBOY, Metnoires dc rjcademie tics S iences pour 1788. 
(*) FouftCROY el Vauqueun, /«-. cU. 
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relies infcrieurement par un robinet a trois voies, sont gradu^s en mil- 
limetres. Lc tube A communique par un tube capillaire avec un 
reservoir cylindrique de 20 millimetres de diametre et i5o milli- 
metres de hauteur, contenantun baton de phosphore. Ce reservoir est 
place au milieu d'un cylindre en verre rempli d'eau. Ce cylindre pent 
Stre cbaufTe par la partie inferieure et I'eau maintenue dans un etat 
d'agilation constante au moyen d*une souillerie dont le vent s'echappe 
au fond du cylindre. 

L'appareil est d*abord mis, par la tubulure lateraleD^en communica- 
tion^vec une pompe a mercure. On fait le vide, puis on laisse rentrer 
de Toxygene pur; quand cette operation a ete repetee trois ou quatre 
fois, on ferme definitivement le tube D a la lampe. 

Pour faire une observation, on verse du mercure par le tube B, de ma- 
niere a avoir dans Tappareil un exces de pression relativement a la 
temperature a laquelle on opere ; puis, la temperature ^tant bien sta- 
tionnaire, on fait ecouler tres-doucement le mercure du tube A, jus- 
qu*a ce qu*on voie apparaitre la phosphorescence. Oo lit la division k 
laquelle le mercure s*est arrete dans le tube A, puis, en touroant la 
clef, on rend la pression du cdte A, de maniere a faire disparaitre toute 
trace de phosphorescence; au bout de dix minutes, on fait Ecouler le 
mercure de A, et Ton fait ainsi cinq ou six observations consecutives k 
la meme temperature. Chaque fois on lit la division a laquelle a aflleur^ 
le mercure dans le tube A. Quelquefois les observations sont tout a fait 
concordantes, d'autres fois on a des ecarls de 10 a i5 millimetres. On 
prend la moyenne des six observations et, en tournant convenablement 
le robinety on amene le mercure du tube A a ailleurer li la division 
moyenne, Ics deux branches du manom^tre communiquant entre elles. 
On lit la division a laquelle le mercure ailleure dans chacuned' elles, et 
la difference donne ce qu'il faut retrancherde la bauteur barometrique 
ou lui ajouter pour avoir la pression a laquelle la phosphorescence a 
apparu. 

Cette apparition s^ fait d*une maniere tres-nette : Tinflammation se 
declare en un point, et inslantancment envahit tout le tube. Malgre 
cette nettete de Tapparition, les experiences consecutives, faites k une 
meme temperature, presentent entre elles de petites differences, qui ne 
depassent du reste jamais le -^ ^^ '^ pression totale. Ces differences 
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peuvent tenir a de petites variations de temperature, k la rapidity plus 
ou moins grande avec laquelle on a fait ecouler le mercure; mais je 
crois qu*il faut les attribuer surtout k la nature meme du ph^nomene 
qui, comme tout phenomene limite, ne pent jamais, si je puis m'ex- 
primer ainsi, ofTrir de contours bien arretes. 

Un point important est de laisser un intervaUe suffisant entre deux 
experiences cons^cutives, de mani^re k laisser se dissiper la chaleur 
produite par Finflammation precedente. Cest cette circonstance qui 
rend impossible la marche inverse de celle que j'ai suivie, c'est-k-dire 
celle qui consisterait a observer la pression a laquelle cesse la phos- 
phorescence. Dans ce cas les observations presentent enire elles des 
hearts beaucoup plus grands. 

Je dois enfin signaler une derniere difficult^ que j*ai rencontr^e dans 
ces experiences. En faisant, k des epoques differentes, avec le m^me 
appareil des series d*observations tout a fait independantes, et dans 
lesquelles le phosphore et I'oxygfene avaient ele renouvel^s, je n'aipas 
retrouve les memes nombres absolus, bien que dans chaque serie la 
marcbe du phenomene fut tres-reguliere. La difference venait-elle du 
phosphore ou de Toxygene? J*ai toujours prepare Toxygene de la 
meme maniere, avec du chlorate de potasse seul, sans melange d*oxyde. 

Je transcris les deux series les plus complies que j'aie obtenues : 

1. 

Pression s calculi par la formule 
Temperature. Preasions obsenrees. y = 3ao+ 33,19 '• 



',4 


355 


352,5 


-f- 2,5 


3,0 


387 


389,6 


~ 2,6 


4.4 


408 


422,0 


— 14,0 


5,0 


428 


436,0 


— 8,0 


6,0 


460 


459,0 


-4- 1 ,0 


8,9 


519 


526,0 


- 7»o 


9»3 


538 


535,0 


-fr 3,0 


1 1,5 


58o 


586, 


— 6,0 


i4,2 


65o 


649,3 


^- 0,7 


18,0 


730 


737,0 


~ 7>o 


19*2 


760 


765,0 


«" 5|0 
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pir 1> formate 


Dprrature 


Pnasions obarrT^M. 


^=170^- 


.9.ij 1. 










1,4 


,98 


«91,4 


+ 0,6 


3,1 


3i6 


3ii,i 


+ 5,0 


5,1 


366 


369,8 


- 3,8 


7,6 


4a5 


4.8,7 


+ 6,3 


S,i 


43. 


43o,5 . 


+ .,5 


i,o 


495 


485,1 


+ 9.8 


5,1 


5,0 


56, ,4 


+ j,6 


fi,o 


595 


584 ,0 


-I- 1 1 ,0 



En chercliant k coastruire par points lea courbesqui ont les tempe- 
ratures pour abscisses et pour ordonnees les pressions, on recoonait 
immediaiement que chacune des deux series est tres-ezactement repre- 
sentee par unc droite {^g. 8). En prolongeant ces deux droites AO et 
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OB, elles viennent se couper en un meme point de Taxe des abscisses, k 
— i3°.8. Si cen'estpasune coincidence fortuite, cela indiqueraitqu'ii 
cetle temperature la tension de vapeur du phosphore est absolument 
nulle. Quant a I'inclinaison inegale des deux droites, peut-6tre pour- 
rait-Ttn I'expllquer par la supposition que dans les deux cas la force 
elastique de la vapeur de phosphore n'alteignait pas exactement la 
meme valeur. Je n'ai pas cru necessaire de calculer par des proc^- 
des plus ou moins compliquesl'equation de ces droites. En partant 
du fait qu'elles se coupent au point qui correspond st (= — 'l3'*,8 et 
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que I'ordonn^e a Forigine est Sao pour la premiere OA et 270 pour la 
seconde OB, f ai pris les deux Equations 

y=i 320 +23,19 /, 

r ==270-1- 19,57/, 

et j'ai mis en regard des resultats observes ceux qu'on deduit de ces 
formules. Les dimensions relatives de Tappareil que j'employais ne 
m'ont pas permis de pousser les experiences au-dessous de zero ni au- 
dessus de 19 degr^s pour la premiere serie et 16 degres pour la se- 
conde. Vauquelin et Fourcroy ont trouve que la phosphorescence 
commenQait dans I'oxygene pur sous la pression normale a 27^,5. Je 
lis dans le Traite de Chimie de Gmelin que Davy avait trouve 27 de- 
gres dans certaines experiences et des nombres compris entre 16 et 27 
dans d'autres. La premiere des droites donne 19 degres, la seconde 
24^8. Je lis aussi dans le meme Ouvrage que dans une experience 
Davy a trouve qu'a la pression de i \ atmosphere la phosphorescence 
commenQait dansToxygene pur au point juste de fusion duphosphore. 
Or, en prenantpour cette temperature 44^,2, la seconde formule donne 
pour^ 1 1 35 millimetres, ce qui est exactement le nombre trouve par 
Davy. 

VII. — Phx)sphorescence dans les melanges gazeux 

renfermant de Voaygene. 

On admet generalement que, lorsque du phosphore est place dans 
un melange d'oxyg^ne et d'un autre gaz sans action chimique sur lui, 
le gaz inerte n'a d*autre effet que de delayer I'oxygene et que, quelle 
que soit la composition du melange, du moment ou Toxyg^ne y pos- 
sfede la pression a laquelle il faudrait le reduire, s*il etait pur, pour que 
la phosphorescence fut possible, la phosphorescence a lieu. 
Pour verifier cette assertion, j'ai employe le procede suivant {fig. 9) : 
La partie essentielle de Tappareil est un manometre analogue a celui 
qui a deja ^te decrit. Les deux tubes sont d*egal diametre (20 milli- 
metres), tons deux sont divises en millimetres; le tube ouvert a envi- 
ron 2 metres de long; Tautre est ferme par un excellent robinet 
d'acier de Golaz. Un morceau de phosphore est suspendu k la partie su- 
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perieure par ud lil de platine. Le tube tout entier est renfermi dans 
UQ mauchon en verre dans lequel circule de bas en iTtiut ud coaraot 
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d'eau contiou. Un thermometre sensible plac^ k la bauteur du phos- 
phore doDoe la temperature qu'on a cbercbe ^ conserver la m^me, au- 
taot que possible, pendant tout le cours des experiences faites sur un 
m£me gaz. Ces experiences durant necessairement plusieurs jours, il 
fallaitsaisirles occasions favorables. 

La marcbe des experiences est la meme que celle qui a dej& 6ti tn- 
diquee. Le melange etant introduit dans le tube, on etablit un excbs de 
pressioD, de mani^re a empecher toute phospborescenee. On fait alors 
couler le mercure du tube ferme jusqu'k ce que la phospborescenee 
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la force elastique de Toxygene dans le melange est ^videmment 
y{i — x): il est done facile dededuire la courbe des pressions de Toxy- 
gfene de celle qui represente les pressions totales. 

Avantd'en venir aux resultats de Fexperience, il nesera pas inutile 
d*examiner quelle serait la configuration dela courbe ainsi construite 
dans riiypothese enoncee en tete de ce chapitre, savoir que Toxyg^ne 
doit avoir dans le melange exactement la force elastique a laquelle il 
faudrait le r^duire s*il etait pur, pour que, la temperature restant la 
meme, la phosphorescence eut lieu. Soient a cette force elastique eiy 
celle du melange qui contient x de gaz inerte : la force Elastique de 
Toxygene dans le melange est 7 (i — ^), et cette force Elastique doit 
etre constante et egale a a; on a done Tequation 

Equation d*une hyperbole equilalereOA {^g. 10) ayant pour asymptotes 
I'axe des x et la droite x = 1 . Cette hyperbole coupe en OJ'axe des j^, 
et le coeflicient angulaire de la tangente en ce point a egalement pour 
valeur a; quant k la piression de Toxygene dans le melange, elle est 
ovidemment representee par une parallel.^ OB a Taxe des a;, men^e k la 
distance y = a. 

Je n*ai trouve ce resultat pour aucun gaz. Les pressions totales sont 
bien toujours representees par des hyperboles equilateres; mais ces 
hyperboles n*ont plus pour asymptote Taxe des x, mais une parallele 
a cet axe. La pression de Toxygenedans le melange est bien representee 
par une droite, mais cette droite n^est pas parallele k I'axe des x; elle 
a toujours un coeflicient angulaire negatif, ets'approcbe par suite de 
Taxe des x a mesure que x augmente. Elle n'a pas du reste la meme 
inclinaison pour les diOerents gaz essayes, ce qui prouve que la na- 
ture du gaz a une influence; laquelle? G*est ce que je n'ai pu eDCore 
apercevoir. 

II eut ete desirable, pour faciliter les comparaisons, que les courbes 
relatives aux diflerents melanges gazeux fussent toutes rapportees k 
une meme temperature. II eut fallu pour cela, ou que toutes les expe- 
riences fussent faites k une meme temperature, ce qui est Ovidemment 
impossible, ou que pour chaque melange on fit plusieurs series d*ob- 
servations a des temperatures notablement difierentes, de mani^re k 
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pouvoir, pour cliaque melange donne, construire la courbe des pres- 
sions ea fonclioQ de la temperature; mais il eut fallu, pour cela, mul- 
tiplier dans une proportion enorme^ el peut-Stre sans aucun profit, les 
observations. Or ces experiences ne tardent pas k devenir tr^fasti- 
dieuses : Tobligation de resler de longues heures dans une obscurity 
absolue, de ne pouvoir commencer les observations qu'apres un assez 
long sejour dans Tobscurile, jusqu'a ce que I'oeil ait acquis une sensibr- 
lite suffisanlc;; la necessite, pour faire les lectures ou les diverses mani- 
pulations, de ne s'eclairer qu'avec une lumiere exlremement faible 
sous peine de perdre beaucoup de temps a recouvrer cette sensibilil^, 
sont des conditions de travail peu favorablcs et pour Tesprit et pour la 
sanle, et a plus d*une reprise j'ai cte contraint de m'arreler. 



VIII. — Resultats obtenus avec les differents gaz. 

Melange d' azote et d'oxygene. — Tons les observateiirs ont remar- 
que que la pbosphorescence est plus vive avec Tazote qu'avec tout 
autre gaz: aussi est-ce pource melange que les experiences ontete le 
plus facil.es. On delerminait la composition du melange en absorbant 
Toxygene par Tacide pyrogallique et la potasse. 

Les experiences ont 6te failes a des temperatures comprises entre 
i5 et i6 degres. Elles ont donne les resultats suivants : 



Composition du melai 


Dge. Pression observe. 


PrewioD calculi. 


Difliirenca. 


X 


J" 








mm 


mm 


ma 


O^OOO 


670 


670 





o,o5o 


685 


685 





O , 200 


780 


747 


-17 


0*293 


790 


798 


- 8. 


0,450 


945 


925 


■4-ao 


o,5oo 


lOlO 


99<» 


H-20 


0,600 


1129 


ii35 


- 6 


0,700 


•389 


«397 


- 8 


0*792 


1895 


1895 






Somme = -f i 
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Pifece a 8,7, phosphorescence assez vive, nuages lumineux. 
» 8,6, » moins de nuages. 

» 8,5, phosphorescence tres-p&le et intermiuente. 

» 8,4* pas de phosphorescence. 

La phosphorescence avait done lieu dans I'air libre a 8^ 5. 

On eul alors Tidee d'introduire le phosphore dans un tube a essai 
ferme k un bout et de meme diametre a peu pr^s que le tube manome- 
trique. II luisait dans la piece dont la temperature etait 8^,4* H luisait 
encore trfes-faiblement dans une piece dont la temperature etait 7®, 3 » 
mais ne luisait plus dans une autre oil elle ^tait 7^»i« H est Evident 
que le tube en verre empechait le refroidissement du phosphore par 
voie de rayonnement. 

Je ferai encore deux remarques sur les melanges d'azole et d'oxy- 
gene. La premiere, c'est qu'a la pression atmospherique ordinaire et 
k la temperature de 12 a i3 degres les buUes qui traversent Teau en 
contact avec du phosphore ne sont lumineuses que si le melange con- 
tient au moins 90 pour lood'azote. Or, a cette temperature, il faudrait 
une pression de 2'^"',^ pour empecher le phosphore de luire dansce 
melange, c'est-a-dire une pression 2,7 fois plus grande. Ge risultat 
sembles'expliquerfacilementetmemeapporter un nouveau temoignage 
en favour de la theoriequej'ai essaye d'etablir. II prouverait tout sim- 
plement que la vapour de phosphore qui 6mane du phosphore dissous 

dans Teau a une fprce ^laslique qui n'est que — de la force elastique 

maxima a la meme temperature, a moins que la vapeur d'eau n'ail 
elle-meme une influence, ce que je ne crois pas. 

La seconde remarque, c'est qu'il me semble y avoir une analogic 
fnappante entre les resultats presentes ici pour le phosphore et ceux 
auxqucls M. P. Bert (*) est arriv^ pour la respiration des animaux. Le 
savant physiologiste a mpntre que, si Ton fait varier la pression a laquelle 
Tetre .vivant est soumis, les proportions d'oxygeneet d'azote quijbon- 
slituent I'air cessent d'etre les plus favorables a la respiration; que si la 



(' ) p. Bert, Comptes rendus de V Academic des Sciences, 3o mars 1874, p. Qi 1. 
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Les experiences ODt ete faites k la temperature de 6^, 5. 



ion da iQclaDge. 


PrcssioD observee. 


Pression calcul^e. 


Difference 


X 


mm 


mm 


ma 


OyOOO 


4oo 


4oo 





o,o8o 


4oa 


4o4 


— 2 


0,248 


4i2 


416 


- 4 


o,3oo 


430 


4aa 


-4- 8 


0,4^0 


45o 


436 


+ ,4 


0,440 


460 


440 


-4-20 


0,544 


470 


460 


■+■ 10 


o,655 


5oo 


497 


-f- 3 


0,675 


5l2 


5o8 


+ 4 


o,85o 


720 


700 


4-20 


0,895 


860 


83o 


-+-3o 


0,900 


892 


85o 


-+-42' 



Les nombres de la troisifemc coloDne sont les ordonnees de Thyper- 
bole Oa A2 [fig. 10) qui a pour equation 

jr(i — x)-^ 35o X — 4^0 = o. 

lis sont generalemeni an peu faibles, et Ton aurait un accord plus satis- 
faisant en modifiant de quelques unites le coefficient de x. La pression 
de I'oxygene dans le melange est representee par la droite OsBs, ayant 
pour equation 

X=^— 35o X -4- 4oo> 

et dont le coefficient angulaire est — 35o. Pour Tazole nous avions 
trouve — 36o. On pent considerer ces nombres comme identiques, et 
cette remarque presentera de Tint^rSt si on la rapproche de cette 
autre^ que Tazote et I'oxyde de carbone ont tons deux la meme densite. 

Milange d'hydrogene et d'oocygene. — L'analyse du melange d'hy- 
drogene et d'oxyg^ne a ete faite par I'etincelle electrique quand on* 
etait dans les limites de combustibilite; dans les autres cas, en absor- 
bant Toxygene par I'acide pyrogallique el la potasse. Quelques ana- 
lyses ont ete faites par les deux procedes simultan^ment. 

Les experiences ont ete faites entre 16^, 5 et 18^^ 5. Comme elles ont 



:250 * SUR LA. PHOSPHORESCEIfCE 



Ion du m^laDge. 


Prestion obienreo. 


ProMion calculec. 


DUIet«nee 


X 


,Y 

mm 


mm 


OUB 


OyOOO 


5io 


5io 





o,i3o 


5ia 


5.7 


— 5 


Oy4^>o 


526 


543 


+ 17 


0,470 


555 


56o 


- 5 


o,6i5 


600 


59a 


-4- 8 


0,670 


6i5 


624 


9 


0,700 


637 


63o 


-•- 7 


0,760 


663 


668 


- 5 



Les nombres de la troisieme colonne soot les ordoan^es de Tliyper- 
bole O4 A4, ayant pour equation 

/ [i—x) -h 460J: — 5lO=: o. 

Les pressions de I'oxygfene dans le melange sont representees par la 
droite O4B4, dont I'equation est 

jr= — 460J; -f- 5io, 

et le coefficient angulaire — 460. 

Mdlange de protoxyde d'azote et d^oxygine. — L'analyse du me- 
lange ^tait faite en absorbant I'oxygene par I'acide pyrogallique et la 
potasse; dans un cas, on a analyse Ic residu en le faisant detoner avec 
rhydrog&ne et Ton a trouve un resultat concordant. 

Les experiences ont 6te faites a la temperature de i4 degres. 

Composition du melange. Prossion obsenree. Pression calculeo. Difference. 



0,000 


mm 

58o 


mm 

58o 


mm 



o,3oo 


660 


646 


+ «4 


o,45o 


705 


707 


— 2 


0,690 


972 


gSo 


4- 4^ 


0,900 


1785 


'975 


— 190 



Les nombres de la troisieme colonne correspondent k rhyperbole 
O5 As, ayant pour equation 

y[i — x)'\- 4^5 X — 58o = o. 

L'accord n'est pas aussi complet que precedemment; mais les expe- 
riences ont et^ aussi moins nombreuses. 
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La pression de Toxygene dans le melange sera representee par la 
droite OjBs, dont Tequation est 

jr z=L — 4^5 X + 480, 

et le coefficient angulaire — 4^5. Nous avons trouv^ pour Tacide car- 
bonique — 460. Sans doute ces deux nombres ne different pas beau- 
coup Tun de Tautre; mais, comme le r^sultat obtenu avec Thydrogfene 
en particulier n'indique pas que ces coefficients suivent Tordre des 
densit^s, il n*y a pas lieu d'insister sur la remarque k laquelle avaient 
conduit les deux premiers. 

Pour etre completement fixe k cet egard, j'avais pens^ k experi- 
menter sur un gaz de grande densite, et j'avais choisi le cyanogens, 
mais toutes les tentatives que j'ai faites pour op^rer avec ce gaz ont kik 
infructueuses; outre que les appareils se salissent d'une fagon d^ses- 
perante» la phosphorescence est toujours tellement faible qu'il m'a k\k 
impossible de saisir, comme avec les autres gaz, le moment oil elle 
s'etablissait. 

II y aurait maintenant, pour completer ce travail, k determiner Tin* 

fluence des gaz ou des vapeurs qui agissent chimiquement sur le phos* 

phore. Tons ce& corps apportent un obstacle plus ou moins grand k la 

phosphorescence; leur nombre est d'ailleurs tr&s-grand, comme je Tai 

deja indique. Le Memoire de Graham contient un grand nombre de faits 

et des experiences interessantes, en particulier, sur Taction de Thydro- 

gbne bicarbone; mais Tesprit se perd au milieu de cette nomenclature 

de corps d'origine et de proprietes si differentes, et s*epuise en vain k 

chercher un fil conducteur qui lui permette de se retrouver au milieu 

de ce dedale. J'ai fait de nombreuses experiences sur ce sujet, mais ce 

fil je ne suis point encore parvenu k le saisir. Je ne pense pas, du reste, 

que tons ces corps agissent de la meme mani^re. Beaucoup se combinent 

evidemment avec le phosphore ; d'autres, comme Tether, les alcools, le 

sulfure de carbone, Tessence de terebenthine sont des dissolvants du 

phosphore. Quand on plonge un baton de phosphore dans un flacon sa- 

ture de la vapeur d'un de ces corps, une couche de liquide se condense 

immediatement k la surface. Si on le retire au bout de quelques instants 

et qu*on Texamine dans Tobscurite, on constate que la couche liquide 

s'evapore, et sitdt qu'un des points est k decouvert la phosphorescence 

32. 
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se declare dans le voisinage dece point. La couche liquide persiste au 
contraire dans un espace sature de vapeur, et elle reste la meme quelle 
que soit la pression des gaz etrangers qui s'y trouvent. Le phospbore 
emet loujours de la vapeur; mais cette vapeur a une force elastique 
moindre que celle qu'elle aurait dans le vide ou dans un gaz inerte; 
elle est dans le meme etat que la vapeur d'eau en presence d'une dis- 
solution concentree de sel ou d'acide sulfurique ; son 6tat bygrome- 
trique, si je puis m'exprimer ainsi, s'eloigne plus ou moins de Tunite. 
La tension du pbosphore n'etant plus la meme, il faut cbanger aussi 
celle de Toxygfene pour rester dans les limites de combustibility et la 
reduire dans lememe rapport; et Texperience montre, en effet, qu'il 
sufiit d*abaisser la pression pour faire reparaitre la pbosphorescence. 

Aussi, si Ton suspend un baton de phospbore dans un ballon au fond 
duquel on a verse assez d'essence de terebentbine pour que Tespace en 
reste sature, la pbosphorescence apparait dans Tair quand la pression 
n'est plus que de quelques centimetres. 

Mais, encore une fois, mes etudes sur ce point ne sent pas encore 
assez avanc^es pour que je puisse me prononcer d'une maniere defini- 
tive et classerles corps qui agissent sur la phosphorescence, en ren- 
dant un compte exact du rdle que joue chacun d*eux. Pour quelques- 
uns, la portee de ces etudes depasserait beaucoup Tobjet particulier 
qu'on a ici en vuc. Tout lemonde sait que le gaz oleQant, par exemple, 
qui nuit si energiquement k la phosphorescence, met aussi obstacle h 
la combustion de Thydrogenc dans Teudiometre (*); qu'il empScbe le 
potassium de s'oxyder dans I'air (^), etc. D'un autre cote, on sebeurte 
k cbaque instant, dans ces recberches, a la question de Tozone qui, par 
elle-meme, n'est point de nature a apporter beaucoup d'eclaircisse- 
ments. 

Ces ^claircissements, peut-etre serai-je assez heureux pour les four- 
nir un jour; ils formeraient le complement naturel et necessaire du 
present travail; mais j'espere que Ton voudra bien m'excuser de 
n'avoir pas attendu ce complement. 

( ' ) H. Davy, Recherches surlaflamme (Ann, de Chimie et de P/ijrs., a* s^rie, t. IV, p. 817. 
(') Gbaham, Observations sur l*oxjrdation du phosphore (Quart. Journal, n" 11. — j^nn, 
Pogg., t. XVU, p. 375; 1829). 
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INTRODUCTION. 

L'objet premier de ce travail 6tait Telude des pheDom^Des ^lectro- 
statiques qui se presentent aux deux pdles d^uDe pile compl^tement 
isol^e. Cette ^tude pouvait offrir quelque interet par ce fait que la th^o- 
rie donn^e par Biot, et qui n'avait encore ^te contrdlee par aucune 
experience, se trouve maintenant en desaccord avec une th^orie nou- 
velle, bas^esur les principes que Temploi dupotentiel a introduits dans 
r^tude de T^lectricite. 

Maist dans ce nouveau genre d'^tudes, les travaux math^matiques 
ont precede de beducoup les recherehes experimentales, dont le 
nombre est tr^s-restreint. II m'a doncfallu, avant de pouvoir aborder 
le sujet principal, traiter un certain nombre de questions accessoires 
indispensables, ce qui m'a forc6 k remettre k un second travail Tetude 
de la pile et k me borner pour le moment aux rechercbes experimen- 
tales pr^Iiminaires. 

Comme les id^es qui m'ont guide sent peu r^pandues en France, au 
moins dans Tenseignement, je crois utile de rappeler tout d'abord quel- 
.^es definitions indispensables pour rintelligencedece qui doit suivre. 

i^ QuantitS dUlectricitd. — Si Ton electrise simultanement deux 
spheres conductrices isolees et ^gales, puis qu'on vienne k les s^parer, 
comme rien ne pent distinguer Tune de Tautre, elles possederont des 



\ 
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quantites egales d'clectricile. De plus, si Ton vient a reunir sur Tune 
des spheres toute relectricitc qui se trouvait sur les deux, cette sphere 
possedera une quantite d'clectricite double de la precedente. On peul 
done parler de quantites (T electricite com me de quantitds de chaleur^ 
etcela quelles que soient les hypotheses que Ton adoptepoarse rendre 
compte des phenoii^nes ^lectriques ou calorifiques. 

En vertu des lois de Coulomb, la force qui s'exerce entre deux ele- 
ments electrises est proportiounelle aux quantites d'electricite qu'ils 
possfedent, et en raison inverse du carre de leur distance. On prendra 
done comme unite de quantite d'electricite la quantite qui, concentree 
en un point, et agissant sur une quantite egale concentric en un autre 
point situe k une distance egale a Tunite, exercera sur ce point une 
action egale k I'unite de force. 

Quant k Tunite de force, elle depend des unites de masse, de lon- 
gueur et de temps. Pour la premiere et la derniere il n'y a guere de 
difficulte, et Ton est generalement convenu de prendre pour unit^ de 
temps la seconde, et pour unite de masse celle du gramme, ou, plus 
exactement, celle de i centimetre cube d'eau distill^e k la temperature 
de son maximum de densite. 

Pour I'unite de longueur, il y a plus de divergence dans les opi- 
nions : nous adopterons Funite choisie par le comite de rAssociation 
britannique, le centimetre, de sorte que I'unite de force sera la force 
qui, agissant sur i gramme de matiere pendant une seconde, lui im- 
primera une acceleration de i centimetre par seconde. Avec ces unites, 
le poids de i gramme a Paris vaut 980,88 unites de force. 

2® Demiti et epaisseur electriques. — L'eiectricite ne se manifestant 
qu'a la surface des corps conducteurs, on a ete conduit k la represen- 
ter par une couche qui les recouvrirait; comme la distribution ne se 
fait pas d'une maniere uniforme sur toute la surface, cette couche peut 
avoir soit une epaisseur constante et une densiti variable, soit une den- 
site constante et une Epaisseur variable. De Ik les mots de densiti et 
d'epaisseur ilectriques en un point, mots qui ont meme signification et 
sont employes indifferemment pour designer le rapport de la quantity 
d'electricite qui existe sur une surface k cette surface elle-meme, 
quand ses dimensions sont telles que l'eiectricite puisse y etre consi- 
deree comme distribuee uniformement. 
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Potentiel. — Si Ton considfere un point M soumis a rinfluence de 
masses dlectriques m^ Tn\ m!\... coDcentrees en des points situ^s res- 
pectivement a des distances r, r\ r",... du point M, on appelle /?o^e/i- 
tiel des masses ^lectriques sur le point M Texpression 



-It 



Gette fonctiont purement mathematique a rorigine, a'et^ employee 
pour la premiere fois par Laplace, mais surtout par Gauss, qui lui a 
donn^ son nom. Plus tard, entre les mains de Green, de Clausius et 
de Thomson, elle a servi a etablir tonte la theorie de I'electrlcite. 

Ge n'est pas ici le lieu d'insister sur ses difTerentes proprietes, qui 
ont, du reste, ete exposees plusieurs fois d'une fagon simple et el6- 
mentaire {*). II me suffit de rappeler les points suivants. 

Quand un corps conducteur Electrise est en ^quilibre, le potentiel 
de toute T^lectricit^ qu'il possede est constant sur un point quel- 
conque de son interieur. Ce potentiel se nomme alors, pour abr^gcr, 
potentiel du corps : il est proportionnel a la quantite totale de T^lec- 
tricit^ ('); on pent done poser 

E itant une constante qui depend de la forme du corps. 

(') Voir, /oumal de Physique^ 1. 1 (1872], les articles de M. Cornu, p. 7, 87, a4i, et de 
M. Potier, p. 145 et 217. 

(') En effet, consid^rons une s6rie de points faisant par tie d'un mdme corps conducteur, 
possMant des masses ^lectriques m^ m'y //i",. . . , et situds k des distances r, r\ r',. . . d*un 
point P. Le potentiel des masses ^lectriques sur le point P sera 

_. m m* 

V = 1 h 

r r 

Si Ton change la quantit6 totale d'^Iectricit^ du corps, qu'on la rende, par exemple, K fois 
plus grande; comme sur un mdme corps la distribution ^lectrique se fait toujours de la mtoe 
Da^n, les masses ^lectriques des diff^rents points seront devenues respectivement Km, K/n', 
Km*,. . ., et le nouveau potentiel des masses ^lectriques au point P sera 

r r 

Le potentiel est done bien proportionnel k la quantity totale d'^lectricit^ que possMe le 
c(NrpB. 
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^ le corps est une sphere de rayon R, poss^dant une quantite d'elec- 
tricile M, son potentiel au centre, et par suite dans tout rint^rieur 

est ¥ = 17-; il est egal a i pour M = i et R = i. Nous prendrons done 

pour unite de potentiel le potentiel d*une sphere d*un rayon £gal k 
Tunite* et chargeed'une quantite d'electriciteegale k Tunite. 

Capacite electrique. — Considerons maintenant un corps conducteur 
chaufTe et enequilibre de temperature; pour elever sa temperature de 
T degrest il faut lui donner une quantite de cbaleur Q, etTon a 

C etant la capacity calorifique du corps. 

On voit que Tequation d'equilibre Electrique (i) a une grande res- 
semblance avec celle d*equilibre calorifique (2), ce quia fait donner a 
la constante E le nom de capacite electrique du corps. Cest la quantity 
d'electricite necessaire pour faire acquerir au corps un potentiel Egal k 
Tunite, de meme que la capacite calorifique est la quantity de chaleur 
necessaire pour echauffer le corps de i degrE. 

La seule difference qu'il ne faut pas oublier de signaler est que, pour 
des corps semblables, la capacite calorifique croit comme le cube des 
dimensions bomologues» tandis que la capacite Electrique est simple- 
ment proporlionnelle a ces dimensions. En eflet, si les deux corps sont 
semblables et possedent des couches electriques distributes semblable- 
ment, les quantites d'electricite qu'ils possedent sont proportionnelles 

au cube des dimensions homologues : done le potentiel Y = \ — est 
proportionnel au carre de cesmEmes dimensions, et par suite la capa- 
cite E = y- varie comme le rapport de similitude. 

Comme pour une sphere on a Y = g> la capacite d*une sphere est 

exprimee par le meme nombre que son rayon, quelles que soient les 
unites adoptees. L'unite de capacite sera done pour nous la capacity 
d'une sphere de i centimetre de rayon. 

L'analogie que nous avons signalee plus baut ejitre les mots quan- 
titS de chaleur et quantity d' electricitd^ temperature et poientielt capaciU 
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Carre de la deosite, et si Tod veut conserver le mot tension^ c'est dans 
ce sens seal qu*il faudrait le faire. 

Enfin, quand il est question de piles, le mot tension se prend sou- 
vent pour designer leur force electromotrice ; il est alors absolumeat 
synonyme de.potentiet. 

Pour ces causes, nous rejetons absolument dans tout ce qui suit le 
mot tension^ et nous ne nous servirons que des mots quantity d^electn- 
die, potentiel et density, mots qui n*ont jamais ete employes que dans 
une seule acception, et dont le sens parfaitement defini ne pent donner 
lieu a aucune ambiguite. 



I. — Metlwde d' observation. Appareil de inesure. 

1. Construction et usage deielectrometre. - L'instrument qui aservi 
a toutes mes recherches est une forme simplifiee de relectrometrc a 
quadrants de M. Thomson (*), proposee et employee par M. Branly ('). 

II se compose de quatre quadrants A, B, A\ B% disposes dans un 
meme plan horizontal, au-dessus desquels se meut une aiguille de 
metal en forme de 8, suspendue a un fil d'argent. Au-dessous, I'aiguille 
se prolonge par une petite tige verticale portant un miroir qui servira 
a mesurer les deviations par la methode de la reflexion. Le tout est 
renferme dans une cage carrce en glaces, surmontee, a la maniere des 
balances de Coulomb, d^une cheminee en verre, sur laquelle vient s*a- 
daptcr le tambour qui porte la pince du fil de torsion. Cette pinl^e est 
elle-meme terminee par une vis qui permet de la relever ou de Tabais- 
ser, de fa^on a faire varier a volonte la distance de Taiguille aux sec- 
teurs. 

Pour les experiences, on reunit les secteurs deux a deux en diago- 
nale, de maniere a en former deux paires qu'on electrise de signes 
contraires, et dont les actions sur Taiguille sont alors concordantes. 

On pout se servir de cet appareil de deux famous differentes : 

i"" On donne a Taiguille une charge constante, et Ton fait commu- 



\ ' ) Thomson, Reprint nf pafwrs of Elect rostaiicsy p. uSo. 
.;'» BftANLT. .4nna!es tie r Eci^e ?iormaie (iSyS). p. 209. 
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Diquer les deux paires dc secteurs avec deux corps dont on veut mesu- 
rer la ditfirence de potentiel : c'est ainsi qu'a opere M. Braoly, et 
qu'oD aesert habilueliemeot de relectronifetre deThomsoo. Ce proced^ 
est, du reste, parlicuUercment commode quand on etudie des sources 

Fig. I. 




d'^lectricite, c*est-a-dire dcs corps comme la pile, qui jouissent de la 
propri^te de maintenircntre deux de leurs points une difference de po- 
tentiel constante. 

a" On peuL donner des charges permanentes, egalos et de signes con- 
traires, aux deux paires de secteurs. et mettre I'aiguille en communi- 
cation avec le corps qu'on etudie par rintcrmediaire du til de torsion 
etd'un longBI de metal. Cette disposition est celledonlje me suisex- 
clusivement servi, et c'est elle qu'il est le plus commode d'employer 
quand on veut etudier des corps conducteurs charges d'une quanlite 
limitee d'dectricit^. Elle permet de determiner soil la charge du corps, 
soitsa capacite electrique, soil le potentiel auquel il se tronvait. 

33. 
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En effet, soient Y le polcntiel du corps, C sa capacite, E celle de 
relectroinelre. En meltaot Telectromctre en communication lointaine 
avec le corps, le systeme prend un potentiel v, et Ton observe una de- 
viation $. 

Le potentiel final etant (^, Telectrometre a regu une quantite d*elec- 

tricite egale k E^^ et proportionnellc a d^, tant que les deviations ne sont 

pas trop grandes, et comme nous le demontrerons plus loin. D*autre 

part, la quantite d'electricile perdue par le corps est (V— v)C; on a 

done 

C 



(V-t'jC^i^Er^KS, d'ou KazziVE 



E-hC 



Si maintenant on observe la deviation $q de Telectromfetre quand od 
le met en communication avec une source au potentiel Y, on a 

K5o = VE, (I'oii 4^ir^» 

0« X« -4- ti 

equation d'oii Ton peut deduire C ou la charge initiale du corps CV. 

II reste maintenant a donner quelques details pratiques qui peuvent 
elre utiles a ceux qui devront se servir de cet appareil ou d'autres ana- 
logues. 

On mesure generalement les deviations par la methode de la reflexion^ 
en examinant avec une lunette les deplacements de Timagc d'une regie 
divisee, placee a environ 2 metres de Tappareil. L'image est renvoyee 
par un petit miroir plan suspendu a Taiguille de Telectrometre. 

Cette maniere d'operer presente de nombreux inconvenients. 

II est presquc impossible d'obtenir un miroir suffisamment plan, 
surtout avec des dimensions aussi petites que celles qui conviennent h 
Tappareil; de plus, la lunette est toujours plus ou moins affectee 
d'astigmatisme; enfin Timage qu'on observe provient de rayons qui ont 
dA traverser deux fois la glace qui ferme la cage. Pour toutes ces 
causes, Timage est generalement assez confuse, et il est bien difficile 
de mettre au point en meme temps les divisions de Techelle et les nu- 
meros de ces divisions. On evitera tons ces inconvenients en substituant 
au miroir plan un miroir concave, et en plagant la regie divisee au 
centre de courbure du miroir, un peu au-dessous de Taxe. On obtient 
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ainsi dans le mSme plan vertical, et un peu au-dessus de Taxe, une 
image reelle egale k roi)jet, et qui est tres-bonne, quand m6me le 
miroir serait uq peu defectueux. Od sait, en effet, qu*au centre de 
courbure on est dans la position du minimum d'aberration. 

Comma regie divisee, on pourra prendre une echelle micrometrique 
au cinquibme ou au dixieme de millimetre, dont on observera Timage 
avec un microscope. La regie dont je me servais etait au cinquieme de 
millimbtre, et on la regardait avec un microscope grossissant cinquante 
fois. Le cinquieme de millimetre paraissait done comme i centimMre 
k la dbtance de la vision distincte; on pointaitle dixieme de division; 
mais on voit qu'on aurait pu facilement le faire encore avec une rfegle 
au dixieme de millimetre. 

On pourra se construire facilement un micrometre de la manifere 
suivante. On prend une lame de verre, depolie d'un seul cdt^; on pro- 
mbne la face polie dans la fiamme d'un appareil de Marsh, de fagon a 
la recouvrir d'une legfere couche d*arsenic. Cest sur cette couche, qui 
est d'une preparation et d*un maniement bien plus commodes qu'une- 
couche d'argent, qu'on tracera la graduation k la machine k divisor. 
Apr^s avoir inscrit les numeros, on recouvre Tarsenic de vernis photo- 
graphique. On dispose alors dcrriere cette echelle un petit miroir k 
45 degres, qui y renvoie la lumiere d*une lampe placee k distance, et 
produit sur la face depolie un eclairement uniforme* 

L'image se presente alors sous forme de traits brillants se detachant 
sur un fond noir, et, malgre Temploi du microscope, elle est encore 
infiniment plus brillante que Timage qu'on obtient d'habitude avec une 
echelle sur papier et une lunette. Les observations sont, de la sorte, 
beaucoup plus faciles et moins fatiganles pour la vue, et comportent 
une precision plus grande dans les pointes. 

Ajoutons que, si la glace qui forme Tappareil etait def£ctueuse, ce 
qui pourrait troubler les images, il n'y aurait qu'k prendre un miroir 
concave dont le centre de courbure fut prccisement sur la cage; c'est 
sur la partie interieure de celle-ci qu*on appliquerait le micrometre, et 
rimage serait alors soustraite a toute influence perturbatrice. 

Une cause de perte de temps dans I'emploi de Telectromfetre, tcl 
qu*il a ete decrit, est la persistance des oscillations, due principale- 
mentkla forme memo del'aiguille, qui lui donne un grand moment 
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d'inertie. Ces oscillations sont de deux sortes : les unes borizontales, 
provenant de la torsion du fil qui se detord en oscillant autour de sa 
position d'equilibre; les autres se produisent toutes les fois qu'une 
trepidation ou un cboc vient ebranler Tappareil : le fil et Taiguille 
se mettent alorsa osciller dan« un plan vertical, comme un pendule. Il 
sufiit du plus petit mouvenxejait pour produire ces oscillations^ et elles 
rendent toute mesure impossible pendant longtemps. On evitera cet 
ennui en fixant verticalement a Taiguille, dans le prolongement de 
V^He^ une petite tige de verre portant une lame de platine qui va plon- 
ger dans de Tacide sulfurique. Cette disposition amortit beaucoup les 
oscillations borizontales, et detruit presque immediatement les oscilla- 
tions verticales. On veritiera, du restc, que la presence de cette palette 
ne diminue en rien la precision des mesures, par ce fait que Tappareil 
revient toujours rigoureusement a son zero. 

La seule precaution a prendre est de faire plonger la palette de pla- 
tine en entier dans Tacide sulfurique; si elle etait coupee par le niveau 
de Tacide, il se formerait tout le long de la ligne de contact un grand 
m^nisque qui cbangerait de forme pendant le mouvement et pourrait 
apporter des perturbations. La presence de I'acide sulfurique a» en 
outre, I'avantage de bien dess^cber Tair de la cage, qu'il sera commode 
de munir d'une porte pour faciliter le renouvellement de Tacide. 

Poureviter Tinfluence que les corps voisins, ^lectris^s ou non, pour- 
raient exercer sur Telectrometre, il sera prudent d'entourer Tappareil 
d'ecrans conducteurs en communication avec le sol. 

Le dernier point utile a connaitre est la manifere d*obtenir une charge 
constante, soit sur les secteurs, soit sur Taiguille. On a propose les 
piles secbes, mais elles ne donnent pas de bons resultats. Elles son! 
trop influencees par les variations de temperature et d'bumidite, et ont 
uneconductibilite beaucoup trop faible; si par basard on vientay tou- 
cber, leur charge baisse brusquement et met un temps assez long k re- 
prendre sa valeur initiale. 

II est beaucoup plus avantageux d*employer des piles de Volta, zinc, 
cuivre et eau, montees en couronne, dont I'usage parait avoir &i& indi- 
que par Gassiot ('), mais dont Hankel s'est le premier servi dans ses 



(') Gassiot, Philosophical Trnnxncthns, 1840 el 1844. 
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recberches 8ur relectricile alinospherique (*). Generalement, on con- 
stitue ces piles au moyen de petiis vases de terre dont on noie la base 
dans de la gomme laque, afm d'avoir entre eQx un isolement parfait; 
mais ToperatioD de la fusion de la gomme laque est tongue et ne pent 
se faire que sur de tres-petiles quantites a la fois. On pourra la rjem- 
placer de la maniere suivanle. On commence par couler, sur la plancbe 
qui doit porter les pots, une legere couche de soufre, qui forme une 
base isolante solide sur laquellc on dispose en ordre tons les vases; 
puis on coule entre eux de la parafFme qui les fixe, tout en les 
isolant aussi bien que de la gomme laque. L*cmploi de la paraffine 
presente un double avantage : tout d'abord» c*est un corps tres-facile 
a manier» qui fond, suivant les echantillons, de 4^ ^ 60 degres^ en de- 
venant liquide comme de Teau : c*cst un tres-bon isolant; enfin la pa- 
raffine est- une substance grasse, sur laquelle I'eau nc s'etale pas, mais 
reste en globules qu'on pent enlever avec une pipette par simple aspi- 
ration, de sorte que les elements de la pile restent parfaitementisoles, 
quand meme en les montant on laisserait tomber un peu d'eau entre 
eux. 

La dimension des elements etant absolument indiflerente, on peut la 
reduire autant qu'on voudra. 

En employant de petits godets en terre contenant 4 grammes d'eau, 
une pile de 100 elements forme un carre de 3o centimetres seulement 
de cdte. 

Enfin, pour eviter Tevaporation de Teau des godets, on pourra verser 
}k la surface une legere couche d*huile; on oblient de la sorte des ele- 
ments qui, une fois montes, peuvent servir presque indefiniment. Mon 
electrometre fonctionnait avec deux piles montces par ce moyen, ct 
formees chacune de 100 elements, dont un des poles communiquait 
avec le sol, et Tautre avec une des paires de sccteurs. Ces piles ont ete 
en usage pendant cinq mois entiers sans qu'il ait ete nccessaire d*y 
toucher une seule fois. 

On pourra, si Ton veut reduire le nombre des couples, en augmenter 
la force ^lectromotrice en prenant, par exemple, des couples zinc-pla- 
tine au lieu des couples zinc-cuivre, et en amalgamant le zinc. 



(•) Hankel, Poggendorff\s Annaltn, t. LXXXIV (i85j) el LXXXVni (i853). 
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La force ^lectromolrice de r^Iement zinc-cuivre-eau filtree etant. i 

Celle de I'element zinc amalgam^ cuivrc-eau est i »! i 

zinc \)rdinaire platine-eau est 1 1 17 

zinc amalgame platine-eau est i ^28 

Ces nombres ont cte oblenus tres-sinnplement au moyen de T^lectro- 
metre lui-meme, en formant une pile d'un certain nombre de couples, 
dix ou^vingtu^dont on fait comnnuniquer un des poles avec le soU Tautre 
avee Taiguilie de releclrometre. Le rapport des deviations produites 
par deux piles diSerentes est celui de leurs forces electromotrices. 

2. Graduation et verification de V electrometre , — La preofii^re opera- 
tion a faire avant de se servir de T^jectrometre est de le regler de fa^oo 
que, sans torsion, Taiguille se tienne en ^quilibre sous Taction des sec- 
teurs charges. Ce reglage n*est pas necessaire quand on n*etudie que 
des sources d'electricite, mais dcvient indispensable quand on op^re 
avec des corps charges d'une quantity limitee d*electricite. Pour regler 
Tappareil, il suffit de faire communiquer avec le sol toutes les pieces, 
aiguille et secteurs, et d'observer la position d^equilibre de Taiguille; 
cette position ne doit pas changer quand on chargera les secteurs avec 
leurs piles, Taiguille restant reliee au sol. Apres quelques tatonnements, 
on r^alisera cette condition en tournant le tambour superieur qui porte 
le fil. Dans ces conditions, Tequilibre de Taiguille ne doit pas non plas 
elre trouble quand elle aura ete isolee quelque temps, puis qu*on vien- 
dra k la faire communiquer avec le sol. 

Quand le fonctionnement de Telectrometre est r^gulier, on pent v^ 
rifier les propositions suivantes : 

1** Les deviations de V ilectrometre sont proportionnelles, jusqud une 
certaine limite, aux quantitds d' dlectricitd que posside VaiguiUe. 

Cette proposition a dejk ete demontree par M. Branly ('), et je IVi 
verifiee moi-meme afin de savoir jusqu*a quelle limite je pouvais compter 
sur la proportionnalite. Le moyen le plus simple pour la determiner est 
le*suivant. On a demontre k plusieurs reprises, et je reviendrai surce 
fait, que, dans une pile dont les elements sont soigneusement isoles et 

* 

(') Branly, loc, cie., p. aai. 
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doDt un des p6les communique avec le sol, le potcntiel de Tautre est 
proportioDnel au nombre des elements. Si done on vient k mettre Tai- 
guille de I'electrometre en relation avec un nombre variable d'elements 
'd*une semblable pile, le quotient de la deviation par le nombre d'ele- 
ments doit £tre constant; au moment ou il cessora de Tetre, on aura 
atteintla limitede la proportionnalite. 

J*ai ainsi obtenu, par exemple, les nombres suivants, pour des jours 
differents et en variant la sensibilite : 
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1,541 





De ces nombres il resulte que Ton pent compter sur la proportion- 
nalite tant que les deviations sont inferieures k 100, ce qui correspond 
k un angle de y^:ko' l^n" (*). Je n'ai jamais depass^ et n'ai meme atteint 
qu*exceptionnellement des deviations de 80 divisions ( 2^4<^'48'') ; j*etais 
done toujours absolument certain de me trouver dans les limites de 
proportionnalite. 

n^ Le potentiel aupdle isole (Tune pile dontT autre pdle communique 
wee le sol est absolument independant de la forme et des dimensions de 
cepdle. 



(* ) L'tehelle dtail divis^ en cinquiemes de millimetre, et ptacdo k unu distance de 170""", 5 
du miroir. L*angle a, correspondant k une deviation dc 100 divisions, dtail done donnd par 
la formula 



JOO 



tang 2a — •, d'ou a ^3° 20' 42*; 

170,5 



pour 80 divisions de deviation on aurail un angle de 2** 40' 4 8'. 

Annates dc Vtcole Normalc. 3*^ Seric. Tome III. 
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Ce fait| sur lequel on a besoin de s*appuyer constamment et qui est 
line consequence de la theorie du potentieU se veritie avee la plus 
grande facilite : ifsuffit de mcltre Taiguillc de Telectrom^tre en com- 
munication aviec un quelconque des elements de la pile» et d*ob-' 
server la position d*6quilibre. Si Ton reunit le pole isole a un conduc- 
teurde grandes dimensions, par exemple k un condensateur k grande 
surface, la position d'equilibre n*est pas chang^e. Si r^lectromfetre est 
en relation avec Telement meme que Ton reunit au condensateur, la 
deviation diminue quelquefois un peu au moment du contact, mais 
reprend rigoureusement sa valeur premiere. La diminution primitive 
n*a meme pas lieu si la pile est form^e de substances tres-conduc- 
trices. 

3*^ Quand on met un corps conductcur ekctrisd en communication loin- 
taine avec Velectrometre, la deviation de ce dernier est proportionnelle d la 
charge du corps. 

Cette proposition resulte de la loi de partage d'^lectricitS entre deux 
corps conducteurs, dont les formules ont ^tedonnees plus haut. 11 m*a 
paru bon cependant de la verifier par experience. 

Pour cela, j'ai employe un condensateur k plateaux, provenant d'un 
electroscope condensateur de Yolta. Le plateau condensateur etait mis 
en communication permanente avec le sol ; le plateau coUecteur pou- 
vait etre mis en relation avec un nombre variable d*61ements d'une pile 
de Yolta, puis avec Telectromfetre : on a toujours observe la propor- 
tionnalite entre les deviations et le nombre d'elSments employes. 

Cette proportionnalite subsistait quand, le condensateur 6tant charge, 
on separait les plateaux, puis qu'on mettait le coUecleur en communi- 
cation avec Telectrometre. On a ainsi observe les nombres suivants : 



n 


<r 


£ 


(nombre d'clemente). 


(deviation). 


n 


2 


»9>7 


9,85 


4 


39,5 


9.87 


G 


59,8 


9,83 


8 


78,5 


9.81 


lO 


9(^5 


9,65 


12 


1 10,5 


9.»' 
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Le quotient - est d'abord constant, puis baisse uo peu, ce qui tient 

k deux causes : d'abord, dans les dernieres experiences, on a depasse 
la limite de proportionnalite; de plus, lorsqu*on separe les deux arma- 
tures du condensateur, le collecteur prend un potenliel beaucoup plus 
elev6 (') : par suite, la perte d'electricile doit etre beaucoup plus ra- 
pide» ce qui diininue 9. 

Avant d'appliquer releclrometre a la mesure dc la capacite elec- 
trique d'un cylindre et k Tetude de la pile isolee, il etait necessaire 
d*eD determiner la capacite ; mais il s*est rencontre dans cette recherche 
des difficultes dues uniquement a des phenomenes d'influence, et qui 
m*ont force a effectuer cette mesure de plusieurs fagons et a lui donner 
plus d'importance qu*elle ne devait tout d'abord en avoir. 



(') Bn effet, soient V le potenliel primitif du collecteur faisant partie du condensateur ; 
G sa capacity dans les ro^mes circonstanccs; C la capacity du collecteur isold, et V son 
potentiel. La quantity Q d'^lectricit^ que poss^de le collecteur n« .changeant p^ pendant 
Texp^hence, on a 

-VC-V'C, d'oii V'-=V~, 

nombre beaucoup plus grand que V, car -^ repr^sente le pouvoir condensant du condensa- 

teur. En eflet, le collecteur seul, de capacity C, en communication avec une source h poten- 
tiel constant V, prend une charge M' telle que Ton ait M' = VC. Le m^me collecteur, faisant 
cette fois partie du condensateur, possdde une capacity C. En relation avec la m6me source, 
il se charge d'une quantity M d*61ectricit6 au potentiel V, et Ton a M = VC. On en d^duit 

M M' . M C 

c - c" Si"' " C' ' 

^ repr6sente done bicn le pouvoir condensant. 

Cette propri^l^ m'a permis d'obtenir une ^tinceiie dans Tair avec une pile de 4o^l^ments 
de Yolta zinc-cuivre-eau ordinaire. II suffisait de mettre ces 40 ^l^mcnts en relation avec 
le condensateur k plateaux , puis d'^loigner le collecteur et d'en approcher le doigl pour 
en tirer une ^tincelle. 

Cest, je crois, la premiere fois qu'on observe une 6tincellc provenant d'uiie source ^lec- 
irique aussi faible. 
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II. — Capacity electrique d'une spJiere^ de deux splieres en 
contact et d\in condcnsateur sphiriqiie. Mesure de la 
capacite de Velcctrometre. 

3. La capacity d'une sphere est representee par le meme oombre 
que son rayon, comme nous Pavons vu plus haut. Le moyen qui parait 
le plus simple pour determiner la capacite E de relectromeire est alors 
le suivant. 

On le met d'abord en relation avec une pile qui lui donne un poteo- 
tiel y, et lui imprime une deviation d^o* On a alors 

Puis on charge une sphere de capacite S avec la meme pile, et on la 
met ensuite en communication lointaine avec releclrometre ramene au 
zero. On observe une seconde deviation d,, el, d'apres les equations de 
partage Electrique ()ue nous avons etablies plus haut, on a 

d'oii 

a. s + K ^ eo\-a, 

^ = iT > t.— "^ —J 

La seule difficulte, etelle est capitale, est que, par suite de Tinfluence 
qu'exercent sur la sphere les corps environnants, sa capacite reelle 
est toujours plus grande que son rayon, sans que Ton puisse evaluer 
la difference, qui n'est negligeable dans aucun cas. 

Pour le demontrer, il suffira de considerer le cas de deux spheres 
concentriques : la sphere interieure, de rayon R, sera en communica- 
tion avec une source a potentiel V; la sphere exterieure, de rayon R\ 
sera en communication avec le sol. Dans ces conditions, la sphbre in- 
terieure prend une quantite d*electricite + M, et, comme on est dans 
le cas d'un condcnsateur ferme, la sphere exterieure possede une 
quantity d'electricite egale et de signe contraire — M. Le potentiel au 
centre est done 

V - ?^ - - - M ^'- - 
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c*est-a-dire que la capacite de la sphere interieure est maiDtenant 

^, _ » au lieu de R. 

Supposons une sphere de 10 centimbtres de rayon plac6e au milien 
d*une salle de 10 metres de cotCt dimension qui n'est certainement ja- 
mais realis^e dans aucun laboratoiror on aura alors R' = 5oo, R = 10; 

5o 

la capacity de la sphere sera done R x 7-^ elle est done accrue d^en- 

^ii*on -^ de sa valeur par Tinfluence seule des muraillcs de la pifece. 
En supposant une salle de 4 melres de cote, on aurait une erreur 
de-^ 

Dans cette Evaluation n*entrent pas tous les objets contenus dans la 
piece, et qui exercent sur la sphere une action d'autant plus grande 
qu*ils en sont plus rapproch^s, de sorte qu*on pent elre certain que la 
capacity de la sphere se trouve alleree d*au moins -^ de sa valeur. 

II serait inutile, d'autre part, de chercher a att^nuer Terreur en se 
servant de trfes-petites spheres, car, en vertu de sa forme meme, Telec- 
trom^tre agit comme condensateur et possede une capacite assez 
grande, qui ne pourra etre determin^e avec precision qu*autant qu*on 
lui comparera des corps dont la capacite ne sera pas relativement trop 
petite. 

Cette influence est une cause d'erreur dont on ne s^est jamais, je 
crois, assez pr^occupe dans les experiences d*electricit6 statique. J'ai 
cherche a Tatt^nuer autant que possible en suspendant les spheres au 
moyen de longs fils de soie k une traverse qui passait au milieu de la 
salle, aussi loin que possible de tous les corps Strangers; mais Terreur 
subsiste toujours, ainsi qu'on le verra par les nombres suivants, r^sul- 
tats de mes premiers essais de determination de la capacite de Telec- 
tromfetre. 

J'ai cxperimente successivement avec trois spheres dont les rayons 
etaient 12®, 5, io®,6 et 5*^,3. 

Les deux premieres colonnes des tableaux suivants donnent les va- 
leurs de (^0 (*) ^^ ^^ ^< d^finies plus haut; la troisifeme contient les 

( ' ) Dans la colonne qui donne les vateurs de $^^ on remarquera des nombres qui d^passeni 
de beaacoup la limite de proportionnalit6 de Tappareil; mais ce ne sont pas les nombres 
directs de rexp^rience : on chargeait toujours les spheres en les metlant en communication 
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valeurs calculees dc ^ 



a. 



a.~^. 



\ enfio la derniere donoe la valeur de 



S obtenue en preQant E = 43»a» valeur determinee en toute rigueur 
par UQ autre procede qui sera expose plus loio. 

En comparant les valeurs de S avee le rayoo correspondant qui 
mesure la capacite propre de la sphere, on aura une id6e de Teffet de 
riofluence. 



Sphere de rayon 12% 5. 



<r, 



»• 


Of 


<r.-<r. 


o 


97 »4 


23,9 


o,325 


• i4,o 


95,3 


^3,4 


o,325 


14,0 


99t6 


24,1 


0,319 


i3,8 


99>3 


24.6 


o,33o 


l4,2 


98.9 


^4,4 


0,328 


i4,i 


i56,5 


38,6 


0,327 


i4,i 


100,3 


25,3 


0,337 


«4,5 


209,0 


56,2 


0,367 


i5,8 


i. 


J. 




opnere 

s 


97»7 


11,0 


0,127 


5,48 


100,7 


II fZ 


0,126 


5,44 


97 '7 


II, I 


0,128 


5,53 


96,0 


io,5 


0,123 


5,3i 



Sphere de rayon 10% 6. 



% 

«• 


i^ 


"1 


S 


i63,o 
i5o,o 
i52,5 

>7"»9 
«7'>9 


34,4 

3i,9 
32,5 

36,9 

37,0 


0,268 
0,270 
0,271 
0,273 
0,274 


11,6 
11,6 

"»7 
11,8 

11,8 


100,8 


22,0 


0,279 


r2,o 


100,3 
207,3 


a3,4 
52,6 


o,3o4 
0,340 


i3,i 
«4»7 


n 5%3. 








• 

Of 


Of 


J. 


s 


1 56, 2 
82,5 
69,1 

i56,5 


17,8 

9»6 
8,2 

«9>2 


0,128 

0,l32 

o,i35 
0,1 40 


5,53 
5,70 
5,83 
6,o5 



Les premiers Dombres donnes dans chacune de ces series sont tous 
bien concordants; ils ont ete obtenus en prenaot les precautions indi- 
quees pour diminucr riofluence exterieure. A la fin de chaqud co- 
lonne on a mis, au contraire, les resuhats d'experiences faites dans le 
butde montrer combien la part de Tinfluence peut etre grande. Dans 



avec une pile de 100 dl^ments; mais comme la mdme pile, r^unie directement k r^leclro- 
m6tre,aurait donn6 une deviation trop forte, on ne prenait dans cecas que 4o ou 60 ^l^meoU 
de la pile, de fagon a avoir toujours des deviations infdrieures ^ 100. On en d^duisait ensuite, 
par la r^gle de proportionnalit^, la d^vjation ^, ^ inscrire dans le tableau, et qu'on aurait 
observe en reliant directement T^lectrometre k la pile de too ^l^ments, si la proportioo- 
nalit^ avait subsists aussi loin. 
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RR' 

Sphere interieure de rayon R est |,/ _ » > comme nous Tavons etabli ci- 

dessus; mais sur cette sphere il n'y a plus a craindre d'influence exte- 
rieure : on a done ainsi un corps de capacile connue, a Taide duquel on 
pourra determiner la capacitc de relectrometre en toute rigueur, par la 
methode exposee precedemment pour les spheres. 

Les experiences ont ele failes avec une sphere de.rayon R = S^^qS^ 
supportee par quatre pieds de verre au centre d'une sphere crease* de 
rayon R' = 6^,:io. Cette derniere portait une petite tubulure par la- 
quelle passait un fil metallique permettant d'etablir la communication 
de la sphere interne soit avec la pile, soit avec Telectrometre. La de- 
viation observee d« permettait de calculer, comme on Ta vu precedem- 
ment, la capacite E de Telectrometrc, sachant que la capacite du con 
densaleur est 

II a ete fait par cette methode quatre scries d'exp^riences qui ont 
donn^ les nombres suivants : 



«Jo 


J. 


E 
C 


0. 


E 


i5o,o 


3o,2 




3,97 


43,3 


164,0 


32,9 




3,99 


43,5 


168,0 


34,0 




3,94 


42,9 


>97>o 


39,8 




3,95 


43,1 



La moyenne de ces nombres tres-concordants donne, pour valeur 

de E, 

E = 43,2, 

nombre tres-peu different de 4^,9, que Ton avait deduit precedemment 
de la courbe donnant la variation apparente de capacite de Telectro- 
m^tre avec le rayon des spheres de comparaison. 

Dans ce qui precede, il a ete necessaire de s'appuyer sur cette pro- 
priete des condensateurs fermes, que la quantity d'electricite develop- 
pee par influence sur Tarmature externe, en relation avec le sol, est 
egale et de signe contraire a la quantite d'electricile que possede Tar- 
mature interieure. 
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Ce th^orfeme, d^montr^ exp^rimentalement par Faraday » puis re- 
trouv6 par Clausius comme application des propriet^s du potentiel, me 
semblait assez connu pour qu'une nouvelle demonstration en parut 
inutile; cependant, comme il vient d*6tre mis en doute et meme ni6 
compI6tement dans ces derniers temps ('), je crois utile d*y revenir 
aussi brifevement que possible. 

La demonstration gSn^rale, dans le cas de surfaces absolument quel- 
conques» de forme comme de position, a ^te donnee frequemment ('). 
Comme elle est un peu longue, je me contenterai de la rappeler et de 
donner seulement une demonstration (rfes-simple dans le cas de deux 
spheres concentriques, qui est justement celui que j'ai traits par expe- 
rience. 

Considerons deux spheres concentriques : la sphere interieure pos- 
sfede une certaine quantite Q d'^lectricite sous Tinfluence de laquelle 
se d^veloppent sur les deux faces de la sphere enveloppante des quan- 
tit6s — Q' et -f-Q' d'electricite. 

Si nous prenons un point m, situe dans rioterieur de la grande 
sphere, et k une distance d du centre, ce point etant k T^tat neutre, les 
actions de toutes les couches electriques sur lui se font equilibre. 

La couche exterieure + QS enveloppant le point m^ exerce sur lui 
une action nulle. 

La couche interne — Q' de la grande sphere et la couche + Q de la 
petite agissent toutes deux sur le point exterieur m, comme si elles 
etaient concentr^es en leur centre. Leur action est done 

Q _ q; 

maiSy comme le point m est en equilibre, ces actions ont une somme 
nulle; done Q = Q', c'est-k-dire [que la quantity d'electricite induite 
est egale k Telectricite iuductrice. 

Ce theorfeme important a tout d'abord ete demontre par Faraday de 
la mani^re suivante. 



(') YoLPiCBLU, Comptes rendiis de I'jicadSmie des Sciences, t. LXXVIll; 3i mars 1874. 
(•) On pourra la trouver notamment dans le Traite de la Theorie mecanique de la cha- 
leur, de M. Briot (^lectrostatigue, p. 222 et 8uiv.). 
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II prend un lon^ cylindre creux conducteur, ferm^ k une extr^mite, 
parfaitement isol6, et en communication metallique avec un electro- 
scope tres-sensible. Dans ce cylindre il enfonce une boule metallique 
electrisee^ tenue par un mancbe isolant. L' electroscope diverge, et, 
aux premiers instants, la divergence augmente a mesure qu'on enfonce 
la boule. A parlir d'une certaine profondeur, quand le cylindre peut 
etre consid^r^ comme un corps ferme par rapport k la boille, la diver- 
gence devient constante, quels que soient les d^placements de la masse 
agissante, et elle ne change pas non plus quand on vient k toucher la 
boule avec le corps conducteur cbarg^. 

Depuis la Note de M. Yolpicelli, j'ai moi-m§me recommence un 
grand nombre de fois cette experience, qui m'a toujours donnd le 
m6me r^sultat. ]e Tai variee encore de la mani^re suivante : la boule 
etant enfonc^e dans le cylindre jusqu'au point oil la divergence devient 
constante, on met un instant le cylindre en relation avec le sol. La 
divergence de Telectroscope devient nuUe et reste nulle quand on 
vient k toucher le cylindre avec la boule cbargee. 

Enfin j'ai encore v^rifie ce th^oreme avec le condensateur sph^rique 
dont je devais me servir, et en employant les precedes de mesure 1m 
plus delicats. La boule interieure du condensateur ^tait suspendue par 
un fil de soie passant dans une toute petite tubulure de Tarmature ex- 
t^rieure; celle-ci etait composee de deux hemispheres de Magdebourg, 
reposant sur des pieds isolants. La boule etant suspendue bien au 
centre de Tarmature interne, on soulevait I'h^misph^re superieur et 
Ton chargeait la sphere inductrice en la touchant avec une pile s^che 
tr^s-puissante; on refermait Tarmature exterieure, on la mettait un 
instant en relation avec le sol, puis en communication permanente 
avec I'aiguille de mon electrom^tre : celui-ci n'indiquait aucune devia- 
tion, toute reiectricite induite se trouvant retenue sur la face interne 
des hemispheres; puis on lachait le fil de soie, de fagon que la boule 
interne vint toucher Tarmature exterieure. A ce moment, I'electromMre 
persistait k rester au zero. Si Telectricite inductrice avait &1& en excfes, 
cet excfes se serait immediatement porte k la surface des hemispheres 
et sur Telectrometre. Dans mes experiences, I'electrometre etait assez 
sensible et la charge de la sphere inductrice assez forte pour qu'on eut 
facilement pu apprecier ttj-JhTo ^® cette charge. 



2'j6 RECUERCUES EXPERIBIENTALES 

Les experiences ont ete faites comme pour mesurer la capacite d'une 
seule sphere. Pour eliminer autant que possible la cause d'erreur pro- 
venant de Tinfluence, on determinait successivement la capacite appa- 
rente du systeme des deux spheres, puis la capacite apparente de la 
plus grosse seule, et Ton prenait leur rapport. Ce rapport doit etre 
d'autant plus voisin de celui des capacites reelles que la petite sphere 
est plus petite, car I'influence sur le systeme entier ne differe pas 
alors sensiblement de I'influence sur la grosse sphere seule. Les resul- 
tats sont resumes dans le tableau suivant : 



R 


R' 


R 
R' 


o\ 


J. 


E 


c 


12,5 


io,6 


0,848 


164,0 


49 >8 


0,436 


17,0 


12,5 


io,6 


0,848 


i55,2 


47»^ 


0,435 


17,0 


12,5 


5,3 


0,424 


i56,2 


40,6 


o,35i 


i3,7 


io,6 


5,3 


o,5oo 


i56,2 


35,5 


0,294 


II ,5 


10,6 


5,3 


o,5oo 


1 56, 2 


35,7 


0,296 


11,5 


5,3 


3,92 


0,740 


i55,2 


21,3 


0,159 


6,52 



En se servant des nombres de Plana el en calculant par interpolation 

ceux qui conviennent aux valeurs des rapports jr des rayons des 

spheres employees, on trouve entre le calcul et Texperience les rela- 
tions suivantes : 



Sphdres. 


Capacity observe. 


Capacite calculi 


12,5 -f- 10,6 


17,0 


16,06 


i2,5-h 5,3 


l3,7 


i3,36 


10,64- 5,3 


11 ,5 


II ,65 


5,34- 3,92 


6.52 


6,46 



L'accord est aussi complet que possible, excepte pour le premier 
nombre, oil la difference observee est evidemment due a I'influence 
beaucoup plus grande sur le systeme des deux grosses spheres que sur 
Tune des deux seule. 
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^ ou ^ de leur valeur. On a cberche k la rendre aussi petite que pos- 
sible en suspendant le cylindre par un fil de soie au milieu de la pi^ce, 
et aussi loin que possible de tout corps ext^rieur. On d^terminait 

alors, comme on Ta dit plus haut, la capacity apparente C'= E ^ J^ . 

du cylindre. Ensuite on determinait de la memo manifere la capacity 
apparente S' d'une sphere de rayon connu, et de dimensions aussi voi- 
sines que possible de celles du cylindre. Dans ces conditions, les deux 
corps ayant memes dimensions et occupant la meme position, leurs ca- 
pacit^s sont modifiees k pen pres egalement par les corps ext^rieurs et 

le rapport g; sera tres-exactement le meme que le rapport des capacites 



Q 

vraies ^* On aura done 



c=4 



oil S represente le rayon de la sphere de comparaison. 

Grace k cet artifice, on a pu determiner la capacity d'un cylindre avec 
une approximation qui est certainement de ^ a 7^. Du reste, ce 
chiffre se trouve v^rifie par ce fait que les capacites de cylindres sem- 
blables ont He trouvees proportionnelles aux dimensions bomologues, 
quoique I'influence augmentat tres-rapidement avec ces dimensions. 

Les cylindres employes etaient : 

1® Une serie de cylindres de carton reconverts de papier d'etain, 
ayant tons 5 centimetres de rayon de base, et pour hauteurs 5, 10, 
lo et 40 centimetres, ce qui permettait, en reunissant plusieurs de 
ces cylindres, de faire varier de i a i4 le rapport de la hauteur au 
rayon ; 

2^ Deux grands cylindres ayant Tun 10 centimetres de rayon et 
10 centimetres de hauteur, Tautre 5,5 de rayon et 70 centimetres de 

hauteur ( - = 12,7 h 

3^ Des cylindres de hauteur variable, formes en empilant des disques 
de pile de Yolta ayant a^, g5 de rayon. On les reunissait sans interposer 
de rondelles de drap et, pour eviter toute force ^lectromotrice, on avait 
soin de reunir les disques par les faces semblables, zinc sur zinc, cuivre 
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sur cuivre. De la sorte» on etait absolument dans le cas d'un cylindre 
m^tallique forme d'une seule substance. 

Les resultats des experiences sont consignes dans les tableaux sui- 
vants : 

I® Cylindres de rayon r = 5*. 



A 


h 

r 


C 


5 


' I 


4,60 


5 


1 


4»7^ 


10 


2 


5,84 


10 


» 


5,96 


10 


» 


5,96 


10 


» 


5,92 


30 


4 


8,00 


» 


u 


7»96 


t» 





7,88 
2» Cylind 


A 


h 

r 


c 


1,0 


0,33 


2,l3 


3,1 


i,o5 


2,71 


5,3 


'>79 


3,40 


5,9 


a, 00 


3,63 


» 


a^oo 


3,57 


10,4 


3,52 


4,3o 


10,8 


3,66 


4,55 



h 


r 


c 


20 


4 


7,88 


• 


» 


7.9* 


n 


» 


7.9'* 
8.04 


40 


8 


ii,4o 


• 


« 


II ,36 


70 


'4 


i5,i6 


80 


16 


16,7a 



A 


A 

r 


c 


11,8 


4,00 


4i59 


» 


» 


4,67 


i5,8 


5,35 


5,21 


20,9 


7,08 


6,43 


21,4 


7,26 


6,44 


23,6 


8,00 


6,85 



3" Cylindres divers. 

r==io, A =10, C=: 9,48, 9,40, 
r= 5,5 /i=:i2,7 C = 16,34, 16, i5, 

Restait k r^unir tous ces nombres par une formule empirique simple^ 
permettantde calculer facilement la capacite d'un cylindre de dimen- 
sions quelconques. Pour cela, je me suis laisse guider par les conside- 
rations suivantes. 

II est facile de calculer la capacite d'un cylindre ouvert de grande 
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longueur [fig. 3). En eflet, supposons le cylindre assez long pour que, 
sur toutes les parties dont Taction sur le centre n'est pas negligeable. 



Fig. 3. 



B 




B' 



IXD* 



a: 



la densite puisse etre consideree comme conslante. Le potentiel au 
centre produit par un element mn sur lequel la densite est /x sera 



•^ , udzdy 
dv = 



Le potentiel au centre du a un anneau tel que DD' sera done 

dz 

2 7rar — — ? 

ce qui donnera, pour potentiel du demi-cylindre superieur AB A'B% 
h 



X'^^^"7^. = "^''"[^(^+\/'''-^f)~^''] ^" ^Wrl^^^ 



h' 



si r^ pent etre neglige devant-r* 

Le potentiel du cylindre entier sera done 



V = 4^i^^L~ 



D'autre part, la quantite d'electricite que possede le cylindre est 



d'^LECTBICIT^ 8TATIQUE. 3&1 

La capacity C d'un cylindre ouvert, de trbs-grande hauteur, sera done 



r 



D'autre part, les integrates elliptiques qui donnent la capacite d'un 
ellipBoide peuvent dtre reduitea dans le cas oil rdlipsoide est de revo- 
lution et oil Taxe diminue de plus en plus, ce qui amfene le cas id'un 
plateau circulaire de rayon r. Elles donnent alors 



* ■ Ol 



J'ai essayc, pour representor la capacite d'un cylindre ferme, la 
formule 



(- - *) 



oil A est une constante ^ determiner par experience. 

Celte formule represente compietement les experiences pour A = 4^. 
En effet elle donne, commecapacites de cylindres de rayon r=^ 5^, les 
valours suivantes : 

Pour h=z 5*^ C= 4,73 

Pour /k = io« C= 5,97 

Pour A = 20* C= 7,99 

Pour /k = 4o^ C= 11,23 

Pour hz=:^ C= 16,53 

qui sent justement, avec une approximation variant de ^ k -^^^ la 
moyenne des nombres donnes dans le tableau des experiences. 

L'accord est encore plus grand si Ton compare les resultats donnes 
par Texperience et par la formule pour des cylindres de rayon r=: 2,95. 

Si Ton introduit dans la formule les logarithmes ordinaires au lieu 
des logarithmes neperiens, elle devient 

^ ar o,2i7iA 

" log (4 -^ J) 

Armales de Vtcole Normale, a« S^rie. Tome III. 36 
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Cette forinule» bien entendu, ne doit pas Stre consider^e comme ayant 
une valeur th^orique quelconque : c'est seulement une formule empi- 
rique qui peut donner la capacity d'un cylindre avec une approxima- 
tion qui est certaiDement comprise entre -^ et j^ , c'est-a-dire bien 
suflisante pour les besoins ordinaires de I'electricite (')* 

6. Capacitd d'un condenscueur a lame d'air. — La capacity d'un con- 
densateur ^ lame d'air^ qu'il importait de connaitre pour la suite dc 
ce travail, a et6 dSterminee par la m^me methode que toutes les capacity 
precedentes, en mettant le condensateur en communication avec une 
pile, puis avec T^Iectrometre. 

Les deux plateaux circulaires ^taient disposes borizontalement, le 
plateau infgrieur en communication permanente avec le sol, le plateau 
sup^rieur suspendu par un manche isolant a un syst^me de poulies qui 
permettait de I'abaisser ou de le relever k volenti, tout en le laissant 
parfaitement horizontal. Pour amener les plateaux a des distances con- 
nues exactement, on se servait de trois petites cales en verre, dent 
Tepaisseur avait ete mesur^e au spheromfetre, plac^es sur le plateau in- 
ferieur, et sur lesquelles venait s'appuyer le plateau superieur. Ces cales 
avaient une surface assez petite (*) pour qu'on n'eiJit pas a se preoc- 
cuper de leur presence et de leur pouvoir inducteur sp6cifique. 

J'ai employe deux paires de plateaux provenant d'^lectroscopes con- 
densateurs; ils avaient respectivement pour rayons 

9% 1 5 ei 4% 90. 

La marche de Texp^rience 6tait alors la suivante : les plateaux itant 
en presence, et le plateau inferieur en communication avec le sol, on 
chargeait le collecteur avec la pile; puis on mettait ce meme coUecteur 



(' ) II est bon de remarquer que la constante 4, qui figure sous le logarithme, n'a pas une 
valeur absolument d^finie. En effet, quand - est grand, elle devient n6gligeable, et, m6me 

pour ~ = If ce qui est un des cas oCi elle a le plus d'inlluence, elle peut encore varier de 

sV <le sa valeur (de 3,8 k 4) sans que log(A+ - j varie de plus de y^. 
(') Les trois cales recouvraient au plus ywu de la surface du plateau. 
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en relation avec T^lectrometre. De la deviation d| observ^e on dSduisait 
la capacity G du condensateur par la formule connue 



C = E 



d. 



r d« — d| 



11 me semble inutile de donner ici tons les oombres obtenus exp6ri- 
mentalement ; je ne rapporterai que les ipoyennes. Los experiences 
elles-m6mes presentent entre elles le memo degre de concordance que 
cellos qui onl ete citdeis plus baut, tout au long, sur les cylindres et les 
spheres. 



Plateaux r = 9 , 1 5. 



^paiMeur d'air 


e 


Capacity 


^ 


• 

e 


c 


e. 


r 


C. 


1" 


- r 




mm 






mm 


« 




0,814 


0,0089 


290,0 


i,8o3 


o,o368 


45,2 


1, 104 


0,0114 


217,0 


2,781 


o,o568 


3o,9 


i,8o3 


0,0197 


i35,o 


3,543 


0,0723 


25,4 


2,781 


o,o3o4 


92,8 


7,086 


o,i44 


«4,9 


3,549 


0,0387 


73,8 


10, 63 


0,217 . 


11,2 


7,086 


0,0774 


40,3 


12,54 


o,256 


10,0. 


10, 63 


0,116 


29,0 






• 
• 


12,54 


0,137 


26,2 








24,21 


0,265 


18,7 









Plateaux r = 9 , 90. 



Les nombres sont repr^sentes trbs-exactement par les formules 

e(C — 6,80) = 237,5, pour le premier condensateur, 
e(C — 3,90)= 76,2, pour le second. ' . 

Comme 6,80 et 3,90 repr^sentent evidemment dans ces formules la 
capacity du collecteur seul, si Ton voulait avoir la force condensante 
pour une ^paisseur donnee, il faudrait divisor la capacite correspon- 
dant k cette 6paisseur par 6,80 ou 3,90. On sait, en effet, que la force 
condensante est le rapport des capacites du collecteur quand il fail 
partie du condensateur, puisqu'il est seuL 

Comme on le voit par les formules precedentes, la difference entre 
les capacites du collecteur, avec.ou sans condensation, varie en raison 
inverse de la distance des deux plateaux, tant que cette distance reste 
inferieure a un quart de leur rayon, limile de mes experiences. Si la 

36. 
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distance est trfes-petite, la capacite du collecteur seal est nigligeable 
devant celle du mSme collecteur faisant partie du condensateur, et 
Ton retrouve cette loi connue que la force condensante varie en raison 
inverse de I'^paisseur de la lame isolante. 

Pour ce probI^me» il n'a pas ete question d'influence. L'influence 
que peuvent exercer les corps exterieurs est effectivement n^gligeable 
devant celle du plateau du condensateur, surtout aux distances oil j 'a i 
op6v6. Le seul effelqu*elle pourrait produire serait d^augmenter un pen 
la capacity du collecteur isol^ ; les nombres 6,80 et 3,90 semblent, en 
effet, plus forts que ceux que donnerait la theorie, s'ils pouvaient etre 
considircs comme des disques circulaires sans 6paisseur. 

Depuis la redaction de ce travail, i! a &U public en Allemagne (*) 
un Memoire de Boltzmann Sur les conslantes didlectriques des corps 
isolanis. L'auteur etudie la capacite electrique d'un condensateur a 
plateaux de Kohlrausch, entre les plateaux duquel il interpose des 
lames isolantes de nature diverse. 

La melbode de Boltzmann est k tres-peu pres la meroe que celle que 
j'ai employect puisqu'il sesert egalement de TelectromHre de Thomson. 
Les resultats de ce travail n'etant pas encore publics, j'ignore s'ils com- 
prendront la determination de la capacite du condensateur k lame 
d'air. Qu'il me sufBse de rappeler ici que, d'apres mes experiences, la 
difference entre les capacites du plateau collecteur faisant partie du 
condensateur, puis isole, varie tres-exactement en raison inverse de la 
distance des deux plateaux, au moins tant que cette distance est plus 
petite que le quart du rayon des plateaux, distance maxima oil je 
me sois arrete. 

Une fois les capacites de Telectrometre, d'un cylindre et d*un con- 
densateur d^terminees, il est facile d'appliquer ces resultats k T^tude 
de la pile. Ce sera, du reste, principalement une question de theorie; 
quant aux experiences elles-m£mes, il suffira presque de citer les re- 
sultats, la m^thode exp6rimentale itant la meme que dans teas les csls 
precedents. 

(') BoLTDUX!!, Poggemeli»ff*s AmMoiem^ i. CLI; 1874. 
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Connaissant done F, i et E', on pourra en d^duire ef. 
II se presente dans Tetude trois eas diff^rents : 
I® Pile dont un des poles communique avee le sol; 
2^ Pile dont les deux pdles sent et ont toujours ete isoles; 
3^ Pile dont un des pdles 9l H6 d'abord en communication avee le 
sol, puis isole. 

1^ Pile dont un pdle communique wee le sol. — Supposons une pile 
^ colonne form^e en empilant des disques de cuivre et de zinc, et des 
rondelles de drap imbib6es d'eau pure ou sal^e. Le cuivre inferieur, 
communiquant avee le sol, sera k Tetat neutre; le premier zinc preudra 
un exces d'electricite a qu'il communiquera au premier drap et au 
deuxibme cuivre. Le deuxieme zinc, qui doit avoir sur le deuxieme 
cuivre un exc^s a, poss^dera alors 2 a qu'il transmettra au deuxieme 
drap et au troisieme cuivre, et ainsi de suite. Enfin le n'^*^ zinc, le 
/i'^'"'drap etle dernier cuivre, dont onrecouvre le drap pour enrecueillir 
I'electricit^, possederout un exces na. 

Si Ton met un condensateur en relation avee le p61e superieur, le 
condensateur lui enlevera une certaine charge qu'il reprend aussitdt h 
r^lement inferieur, celui-ci au suivant, et ainsi de suite jusqu'au der- 
nier qui reprend tout au sol. L'^tat 61ectrique de la pile n'est done pas 
change; la derni^re piece conserve une charge noc, et le condensateur 
a pris une quantity d'electricite 

proportionnelle au nombre d'elements de la pile. 

2^ Pile completement isoUe. — Si la pile est compl^tement isolee, on 
trouve la loi de distribution en ^crivant que la difference de charge de 
deux elements consecutifs, zinc-cuivre, est egale ^ a, et que la somme 
totale des quantites d'61ectricit6 est nulle. 

Si le dernier zinc, de rang /i, possbde un exces d'^lectricite libre x^ 
les lames de zinc cons6cutives possedent des exc^s qui ferment la pro- 
gression arithm^tique 

a?, a; — a, x — aa,..., x — (n — i)a, 
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dont la somme est 

n(n — i) 

2 

La serie des mSmes quantit^s pour les lames de cuivre sera 
dont la somme est 

n(n -4- i) 
nx ' «. 

2 

U^ quantite totale d'electricite doit etre nuUe, ce qui donne 

2/1* — /i*a=o, ou j:=-a. 

2 



na 

2 



Le zinc sup^rieur possedera done un excfes d'electricite libre 
et le cuivre inKrieur • 

2 

Poi)r la//^'^ pibce de zinc en partant du sommet, la charge est 

x — (p-i)af ou 1^ — (m-i) a, 

qui sera nulle pour m = 14- -> c*est-k-dire pour TelemeDt du milieu. 
Supposons maintenaut que Ton mette le condensaleur en communi- 
cation avec I'element superieur. La charge de ce dernier, qui 6tait — > 
devient x, et la charge totale de la pile est 

cp = ^nx -- »'«; 

quant au collecteur, il possede un excfes d'^lectricite libre ix : done une 
quantity totale 

M,=:Fiar. 

La charge totale du systbme devant etre nulle» on aura 

Fi* -4- 2/ij: — /i'a = o, 



d'oii 



^=wr: el Mi=vr^ 



F14-2/1 F«4-2/l 
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Mais, dans le cas do la pile dont un des poles communiquait avec le 8ol, 
on avait 

done 

n 



M,:=:iM. 



2/1 4- Fl 



Chercbons maintenant le rangy de relomenl qui est devenu neutre 
L'exces 6Iectrique de cet element est 

'^ ' Fi-f-an ^^ ' 

Pour r^lement neutre, on aura 



F 



iH-an \r J y r Fi -+- 2/1 



Biot a calcule de meme ce qui se passerait si, au lieu de mettre le 
condensateur en relation avec le dernier element de la pile, on lui fai- 
sait toucher un Element de rang quelconque. Ce calcul se fait absolu- 
ment comme le pr^c^dent et ne presente rien d'int6ressant; nous nous 
dispenserons done de le rep^ter. 

3^ Pile dont un des pdles, d*abord en communication avec le sol^ est 
ensuite isole. — Dans ce cas, la charge au pdle inferieur, d'abord en 
communication avec le sol, est nuUe, et I'exces du p61e sup^rieur est na. 

La charge que possbde la pile est done 

01. / \ n(ii4-i)fle 

Surleszmcs iia-+-(n — i)a-4 . . .-4-fle= -^ i-, 

2 

Sur les cuiyies. .... (n— i)a-f-(n— 2)a-+-. . .h- «= —5 if?. 

la charge totale est done 

2 2 

Si Ton met le condensateur en contact avec le pole reste isole, celui-ci 
conserve un exces x^ et le condensateur prend 
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tact zinc-cuivre, fx celle du contact zinc-drap mouill^» et fx' cuivre- 
drap mouille, ces nombres pouvant avoir des signes quelconques. Le 
potentiel du zinc inferieur etant ^, celui du drap mouille sera I'-t- jx, 
celui du cuivre, ^-hfxH-jx', et enfin celui du zinc suivant, ^^-fx4-fx'^-iw• 
Le potentiel au sommet de ce nouvel element est done ^-h/xH-jx'-f-m, 
celui de Telement precedent ^tant s^. Sans entrer dans le detail, ^t 
quels que soient les signes de |x, fx' et m» on voit done que la difference 
de potentiel aux deux extr^mit^s d'un element de pile est constante et 
pent etre representee par un nombre a = m 4- fx -h fx', qui ne depend 
que des substances en contact. Avec ce seul principe, et en appliquant 
les tbeoremes du potentiel, il est facile d*etablir la theorie de la pile 
dans les trois cas Studies plus haut : 

I® Pile dont un pdle communique avec le sol. — Dans le couple qui 
communique avec le sol, Textremite inferieure est au potentiel z^ro, 
Textremite superieure au potentiel a; celle du couple suivant aura le 
potentiel 2a» puisque la difference de potentiel aux deux extr^mites 
d*un couple est ind^pendante de son ^tat ^lectrique. De meme, au 
sommet de la pile, au n'^"^ couple, le potentiel sera na. 

Si Ton met un condensateur de capacite C en relation avec ce pole, 
il prendra le mSme potentiel /la, puisque le potentiel est independant 
de la forme et des dimensions du pole. La charge to tale du condensa- 
teur sera done 

2® Pile compUtement isolie. — La pile etant formee de n couples, la 
difference de potentiel aux deux poles sera toujours /la; mais tout est 
symetrique par rapport au milieu de la pile, de sorte que, pour des 
raisons analogues a celles qui ont et6 donnees dans la theorie de Biot, 

le potentiel k Tun des sommets sera 4- — » et a Tautre, • 

Supposons qu'on mette un corps de capacite C en communication 
avec un des pdles; le potentiel diminue de v sur ce pdle; mais il baisse 
en meme temps de la meme quantite sur toute la pile, car la difference 
de potentiel aux extremites d*un couple est constante et independante 
de la valeur absolue de ce potentiel. (Ge point sera plus tard demontr6 
directement au moyen d'exp^riences faites par Peltier, sans aucune 
idee tbeorique pr^concue.) 



^9^ BECHERCHES EXPiRlUElTTALES 

d'oix I'on deduit 

na C ., na CK 

V = — 7^ — iF el M, = 



Si, d'autre part, on charge le cylindre conducteur de capacite P, et 

de memes dimensions que la pile, avee une source au potentiel — ) 

puis qu'on le mette en communication avec le mSme corps C que pre- 
cedemmenty ce dernier prendra une charge H\ telle, qu*on ait 

d'oii 

, na C ,., na CP ,,. 

Si Texperience donne M| = M\, il faudra en conclure que K =^ P, 
c'est-k-dire que la capacity d'une pile, telle qu'on l*a definie plus haul, 
est exprim^e par le mSme nombre que celle d'un cylindre homogene 
de memes dimensions. 

Or on trouve plus loin (p. Zoa) les deviations obtenues en mettant la 
pile en relation avec I'^lectrom^tre, c'est-k-dire la charge M4 de Telec- 
trombtre. 

D*autre part, pour determiner la capacite d'un cylindre, on char- 
geait ce dernier avec 100 elements, puis on le mettait en relation avec 
Telectrometre. De la deviation ainsi obtenue on deduit, par simple pro- 
portionnalit^, celle qu'on aurait observ^e si Ton n'avait charge le cy- 
lindre qu'avec n elements, c'est-^-dire M'^ . 

Or ces nombres, resultant d'experiences faites quelquefois k deux ou 
trois mois de distance, sont rigoureusement concordants, T^cart maxi- 
mum n'atteignant jamais ^u ^t rarement ^ de leur valeur. 

Dans tout ce qui suivra^ nous serons done en droit de prendre pour 



( * ) n faut ici n ^l^ments au lieu de - ) car les nombres de la page 3o2 se rapportent au cas 
d'une pile d'abord en communication avec le sol; la charge serait alors 

^ CK 

M' = «"cTk- 
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capaciU de la pile le mime nombre que la capacite du cylindre homogene 
de mimes dimensions. 

Ceci bien ^tabli, revenons au cas qui nous occupe, celui de la pile 
complelement isolee, de capacity K = P» en relation avec un corps C. 

Nous venous d'etablir que la charge que prend ce dernier est 

-- no, CP 

Ml = 



2 C-f-P' 

maisy pour la pile communiquant avec le sol, on avait 

H«=:naC9 done Mi = — 



2 P-i-C 

Si I'on veut le rang de Telement devenu neulre, le potentiel ausom 
met est 

noL noL P 






2 2 P-l-C' 

le potentiel sur le/^'^'"^ Element en descendant sera done 
ce qui donnera, pour rang de Telement neutre, 

A P 

3^ Pile dont un des pdles a d'abord ete en communication avec le sol^ 
puisisoli. — Le pole inferieur, d'abord en communication avec le sol, 
a un potentiel nul; celui du sommet est nu. Si on le fait communiquer 
avec un condensateur, le potentiel sur toute la pile baisse de s^\ la pile 
perd done une quantite d'electricite Pf^. Le potentiel du sommet ef 
du condensateur etant devenu no. — v\ le condensateur a gagn^ une 
charge 

M, = C(na -(;')=: Pi/, 

d'oii 

C PC 
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Le rang dc I'elemeDt neutre sera donnd par un raisooDement ana- 
logue a celui du cas precedent; il sera 



I -f- n 



P + C 



Le calcul serail tout aussi simple dans Ics trois cas si, au lieu de 
reunir le condensateur au dernier element, on lui faisait toucher un 
element d'ordre quelconque. 

Nous resumons dans le tableau suivaut les formules obtenues par les 
deux melhodes : • 



Th^orie de Biot. 




Th^RIB du POTENT] 


i*» Pile dont un 


pSie communique apec le sol. 


Exces au sommet : 




Potentiel au sommet : 


/7a. 




noL, 


Charge du condensateur : 




Charge du condensateur : 


M, = F//ia. 




M, = C/ia. 


a** Piie 


completement isolee. 


Exc^s au sommet : 




Potentiel au sommet : 


no. 

~i ■ • 

'2 




'2 


Charge du condensateur : 




Charge du condensateur : 


' •a/i-j-Fi 




M. P 
^'- 2 P-^C' 


Rang de T^l^ment neutre : 




Rang de T^ltoent neutre : 


n' 

r% — « 1 




n P 


''-'^a«H-F« 


^="^^P-^L 



3° Pile en relation avec le sol, puis isolde, 
Excds au sommet : | Exc6s au sommet : 

na. 

Charge du condensateur : 

a/z 



Rang de T^l^ment neutre : 



/? = !-+- 



a / I' 
a/n-Fi 



na. 
Charge du condensateur : 



M,= M, ^-p^ = aM, 



Rang de r616ment neutre : 

P 



p == I -+- /I 



P-+.C 
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II prenait un Element de pile, par exemple de pile s^che, porte par 
des supports isolants, et dont les deux p6Ies commuDiquaient avec les 
deux plateaux d'un condensateur C. Le plateau superieur pouvait, en 
outre, etremis en relation avec un ^lectrom^tre. Apr^s dix secondes de 
contact, on rompt les communications, et on mesure la charge du col- 
lecteur A. Puis onramene le plateau condensateur B a Tetat neutre, et 
Ton remet tout en place, en laissant au plateau A la charge qu'il pos- 
sede. Rompant de nouveau les communications, on obtient pour A une 
nouvelle charge plus forte que la premiere, et ainsi de suite. 

Soit Q la charge que prend A dans le premier contact; au second 
contact, cette charge se distribue sur tout Tappareil, et A n'en con- 
serve que mQ, m etant un nombre plus petit que Tunite. Si la diffe> 
rence de potentiel est independante de Tetat electrique du corps, A 
prendra dans le second contact une nouvelle charge Q; il poss^dera 
done 

apr^s trois contacts, 

0, =m (mQ -f- Q) 4- Q = Q(n-m -f- m'), 

et aprbs n contacts, 

I — 171" 

Q. = Q(i 4-mH-. ..-l-m»-') = Q —-^. 

Les forces dans T^lectrom^tre de Peltier etaient proportionnelles au 
carre de la charge, on avait done 

VF, ~ V F ou i/F, = const. 

Les experiences ont ^te faites par Peltier, mais sans aucune idee 
th^orique; il donne seulement les r^sultats numeriques sans en deduire 
de consequences. Ces resultats ferment les trois premieres colonnes du 
tableau ci-apres; la derniere donne la comparaison des experiences 
avecle calcul en prenant m — 0,81 . 
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Peltier (*) a mesurd la tension (potentiel) au sommet d*une pile, 
au moyen de dix couples en couronne, isol^s sur un g4teau de r^sine. II 
mettait les deux poles en eommuQicalion avee les deux plateaux d*un 
condensateur dont il mesurait la charget soit avee la balance de tor- 
sion, soit avee son electrom^tre. II a donn^ les nombres suivants : 



Nombre 


Force 




Nombre 




Force 




d'^I^- 


correspon- 




d'd^ 




correspon- 




montt 


dante 


F 


mento 




dante 


F 


Jt. DdriatloD. 


F. 


n« 


n. 


D^Tiation. 


F. 


»• 




1 I!lyO 


lS,6 


i5,6 


6 


64% 


536 


«4>9 


a 24»5 


61 ,0 


lS,2 


7 


73,0 


734 


i5,o 


3 SSyO 


144,0 


16,0 


8 


83, 


1044 


16,3 


4 45,0 


253yO 


iS,8 


9 


93,0 


1349 


16,6 


5 55,5 


393,0 


1 5, 7 


10 


io3,o 


«594 


i5,9 



If 

Le quotient — 6tant constant, Peltier en concluait que la tension au 

sommet ^tait proportiounelle au nombre des couples. Mais ces exp£- 
riences« denudes depuisjcomme contradictoires avee laloi, en sontr^el- 
lement une excel lente verification. En effet, pour graduer son electro- 
mbtre, Peltier le mettait en relation avee une balance de torsion dont 
les deux boules etaient reunies par un fil de platine et de Tacide sul- 
furique, et ramen^es par torsion du micrometre k une distance 
constante. Dans ces conditions, les deux boules Slant en communication 
melallique, la force est proportionnelle au carrS de la charge. La 
charge du condensateur est doncbien proportionnelle au nombre d'Sld- 
ments de pile employes k le charger. 

P6clet (*), s*appuyant sur la proportionnalitS pr6sumSe, s'en est 
servi pour graduer son Electroscope. En operant sur des Elements zinc- 
fer et peau de chamois humide, il a trouvS les nombres suivants : 



n 





n 


n 


i 




II 


I 


7 


7.0 


4 


29 


7,a5 


2 


i5 


7.5 


5 


39 


7.8 


3 


21 


7.0 


6 


5o 


8.3 



{*) Pbltirr, ioc, cie., p. go. 

(') I^LBT, Annates de Chimie et de Physique, t. H; 1841. 



3oo hecherghes expjsrimentales 

II. Pile compldtement Isolde. — AucuDe experience, a ma connais- 
sance, n'a 6te faite sur des piles compl^temeDt isolees. Les recherches 
peuvent porter sur deux points : i^ charge d'un condensateur; a® re- 
cherches de reiement neutre» et elles devraient etre faites sur une pile 
ayant toujours ete isolee» et sur une pile d*abord en communication avec 
le so1» puis isol^e; mais il est presque impossible d'op^rer avec une pile 
completement isol^e : pour la monter, il faut toucher les elements, c*est- 
a-dire les mettre en communication avec le sol. Il faut alors un temps 
considerable pour Stre sur que la deperdition a ramen^ la distribution 
a ce qu'elle devrait etre si la pile avait toujours ete isoiee. Enfin, dbs 
que la pile a servi une fois, sa distribution eiectrique a change, et Ton 
ne pent plus, de longtemps, faire une seconde experience. On pourrait 
encore, au lieu d'altendre que la deperdition ait ramene sur la pile une 
distribution normale, mettre un instant le milieu de la pile en commu- 
nication avec le sol; mais cela supposerait, dans les deux moities de la 
pile, une identite sur laquclle il est impossible de compter. Je n*ai done 
opere, generalement, que sur des piles d'abord en communication avec 
le sol, puis isolees, en determinant la charge qu'elles donnent un instant 
aprfes leur isolement, soit a un condensateur, soit directement k Telec- 
trom^tre. 

J*ai cependant verifie que la pile, completement isoiee, donne une 
charge deux fois moindre que la pile qui a ete un instant en commu* 
nication avec le sol. La pile, ayantete montee pendant une demi-joumee, 
a donne k Teiectrom^tre une charge representee par une deviation 
de 5,1. La memo pile, un instant apr^s, a ete mise en communication 
avec le sol parson pdle inferieur, puis isoiee; le pdle superieur a donne 
une deviation io,4» quantite double de la precedente, ainsi que le veu- 
lent les deux theories exposees plus haut. 

La pile qui m'a servi est une pile k colonne deyolta,{dont les disques 
avaient 2*^,95 de rayon; les disques de drap ou de papier k filtre 
etaient imbibes d'eau filtree ordinaire. La pile reposait surtrois pieds 
de verre, vernis k la gomme laque, et termines par trois petites tiges 
de cire d'Espagne. Un des pdles de la pile etait en communication per- 
manente avec le sol, afin d*avoir toujours une distribution bien con- 
stante ; on ne rompait la communication qu'au moment meme de faire 
Texperience, qui consistait k mettre Tautre pdle en communication 
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I® Pile en relation direcle avcc I'ilectromhtre. 









Pile 


Pile 






Nombre 






non itolee. 


itolee. 


Rapport y 

i 


d'cliimeoU 


Hauteur 


Capacito 


Deviation 


Deyiation 




■ 


n. 


A. 


P. 


*. 


^.. 


obscrrd. 


calcule. 


lO 


cm 

6,i5 


3.57 


iS,o 


1,3 


11 ,5 


>2»7 


20 


12,45 


4,83 


35,5 


3,8 


9,35 


9»6o 


3o 


18,90 


5,89 


53,5 


6,6 


8,11 


8,06 


40 


21, 4o 


6,27 


71,0 


9,35 


7,60 


7,60 


40 


24,90 


6,82 


71,0 


10,35 


6,90 


7,12 


40 


2S,0 


6,84 


75,0 


10,35 


iM 


7,08 


60 


38,4 


8,60 


112,5 


19,0 


5,92 


5,80 



2^ Pile en relation avec an condensaieur. 



Condeniateur. 


Pi 


le. 




Pile 


Pile 






EayoD 


£pai88eur 
d'air 


Mombro 
d'el6- 
ments 


Hauteur 


Capacitu 


non isolcc. 
Deviation 


isoldc. 
Deviation 
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r. 
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n» 


h. 


P. 


^. 


*.. 


observd. 
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4,90 


■III 
3,543 


20 


en 
12,8 


4,89 


43,2 


ti,6 
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16,1 
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D 


20 


20,0 


6,07 


» 


3,3 


i4,o 
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20 


3o,o 
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11,3 
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4,89 
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7,086 
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2,75 
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i5,6 
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3,543 
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B 
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2,65 


i5,6 
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4,90 


10, 63 


40 


24»7 


6,80 


82,2 


6,6 


12,4 


la.ge 
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7,086 
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6,6 


12,4 


12, 6c 
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D 
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)) 
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9»"5 


i,8o3 


40 


25,0 
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75,0 
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25,9 


25, c 
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4.3 
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7,086 
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12,3 


12, 
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i5,o 


14 
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24,21 
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)/ 


B 


II ,0 


10,2 


K 
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Condensateur de rayon r=:g,i5. 



ftpaissenr d'air 


Capacity 
du 
condensatenr 
C. 


Nombre 

d'^I^menta 

n. 


Hauteur 
h 


Capacity 

de la pile 

P. 


Rang 
de r^lomcnt nentre 

obterr^. calculi 


■MB 

i,8o3 
3,543 
7,086 


120,0 

70*9 
39,8 


40 

D 


em 
25,0 

» 


6,82 

1) 
1) 


3 
5 
6 


3,i5 
4.5i 
6,85 


a4,«i 


21,2 


» 


1) 


D 


12 


10,8 


i,8o3 
3,543 
7,086 


120,0 

70^9 
39,8 


60 

» 
1) 


38,6 


8,65 

n 


5 

8 

12 


5,o3 
7,52 

"i7 


24,21 


21,2 


» 


A 


1) 


' 19-20 


18,4 



L*accord est encore aussi complet qu*il est possible pour des deler- 
minations aussi compliquees. 

J'espere queces experiences paraitront une verification suffisante de 
la theorie du potqntiel, et je serais heureux si elles pouvaient contri- 
buer, pour leur faible part, k repandre une theorie qui a pour elle 
Tavantage de Texactitude et de la simplicity. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d'adresser tons mes remerci- 
ments k mon maitre, M. Mascart, sous Tinspiration de qui ce travail a 
etc entrepris, et dont les bienveillants conseils ne m'ont jamais fait 
defaut. 



SUR QUELQUES QUESTIONS 

QUI DEPENDENT 

DES DIFFERENCES FINIES OU MlM , 

Par M. JBdouard COMBESCURE, 

PB0FB8SBUR A LA PACULT^ DBS SCIENCES DE MONTPBLLIBB. 



On sait qu'Eulera resolu, par des considerations diverses, plusieur^ 
problfemes de Geometric oil il s*agit de determiner une courbe plane 
d'apres certaines relations qui sont donnees entre des points suecessifs 
de cette courbe et d*autres points situ^s h distance finie des premiers. 
Dans un important MemoirCt insere au tome I du Recueil des Savants 
dirangers, Biot a repris quelques-uns de ces problfemes et les a rattach^s 
aunemelhode reguliere decalcul.Poisson est revenu, k son lour (Jour- 
nalde I' 6cole Poly technique , i3^ cahier, p. 141)9 sur Tun de ces m^mes 
problfemest enintroduisantt conform^ment k une indication generate de 
h9ip\ace {MAnoiresderAcaddmie des Sciences, ann^e 1779)9 une variable 
auxiliaire dont la difference premiere est conslante, substitution qui a, 
en parliculier, pour avantage de permettre Tinversioh des differen- 
tiations finie et infiniment petite. Dans le tome IX, i** s^rict du Journal 
de LiouviUe, M. Puiseux a resolu compUteroent le probleme qui a pour 
objet la determination des courbes planes semblables k leurs d^velopp^es 
correspondantes de Tordre n. Le tome XI, 2^ s^rie, du m^me Journal 
renferme une solution particuli^re d'une question analogue, ou la de- 
veloppee est remplac^e par la premiere podaire. Enfin on trouve d'autres 
int^ressants problfemes du meme genre dans Texcellent Traitd des diffii- 
Fences /inies de M. G. Boole. 

Les differentes questions de Geometric traitdes jusqu'ici par les 
g^omfetres, et dont la solution depend du calcul des differences finies 
ou mdlies, out 6te uniquement emprunt^es (autant du moins qu'il m'ait 
hXb possible de m'en convaincre) k la G^om^trie plane. Quand on veut 

AmmmUt tU Vieole Normale, 9* S^ie. Tome lU. $9 
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passer aux trois dimensions, on se trouve en presence de difficult^s, 
la plupart du temps insurmontables, eu igard k Tetat actuel de TAnalyse. 
J*ai r^solu quelques-uns de ces nouveaux problfemes, relativement sim- 
ples, lis ont trait principalement k la determination des courbes gauches, 
d'aprfes diverses conditions de similitude, et k une cerlaine extension 
de la th^orie au cas de plusieurs variables independantes. 

Le premier paragraphe renferme quelques considerations generates 
en vue de ce dernier objet. Elles ne me paraissent nuUement ressortir, 
comme pour le cas d*une seule variable! de ce que dit Laplace dans le 
Memoire cite ou dans son grand Ouvrage sur ies probabilites. J*ajoute, 
daos le § II, quelques remarques, qui n'ont peut-Stre pas et^ faites, sur 
divers points de la theorie, et parliculierement sur I'int^gration d'une 
certaine classe d'equations lineaires aux differences melees. La ques- 
tion r^solue au § III est, je crois, nouvelle. Quoiqu'elle ne depende que 
des differences finies et ne pr^sente pas de difficultes analytiques pro- 
prement dites, il m'a paru qu'elle pouvait offrir quelque interet geomd- 
trique. Dans le § lY, je reprends une question relative aux podaires, 
dans la solution generale de laquelle s'introduisent definitivement deux 
fonctions arbitraires periodiques. II faut, sans doute, attribuer au rejet 
d*une fonction arbitraire, dans le cours de son elegante analyse, la so- 
lution si restreinle trouvee par M. Baton de la Goupillifere dans le Recueil 
cite. Le § y est consacre k la solution d'un probleme de Geometric, que 
je crois encore nouveau. Sa solution complete est ramen^e k Tint^gra- 
tion d'une equation lineaire, aux differences meli^es, que Ton peut faire 
rentrer dans la classe de celles dont il est question au § II. Enfin je m'oc- 
cupe, dans le § YI, d'une extension analytique, qui ne parait pas sans 
interet, d'un c^lebre probleme d'Euler relatif aux courbes planes et 
auquel il a ^te precedemment fait allusion. Ce dernier paragraphe foumit 
une application des considerations, n^cessairement un peu vagues, d6- 
velopp^es au n^ 4 du § I, et dont il peut, en consequence, £tre consi- 
d^r^ comme le complement naturel. 

§ I. — Remarques analytiques. 

1. Soit/(a7|, a?a,..., x„) une fonction de plusieurs variables indepen- 
dantes o^i, a?3,..., x*„. Si Ton donne k ces variables des accroissements 
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finis quelconques Ao^i, Ad?2,...» Aa?^, consider^s comme ind^pendants, 
et que Ton d^signe par A,/, A^/,... les accroissements partiels et cor- 
respondants de/» de sorte que 

Aa/'==y(X|, Xi -f- AXa, JTs, . . . , AT.) — /(^ii ^a> JTj, . . . , X,), 

y 

raccroissement total ou la difference totalet que je designerai simple* 
ment par A/*, et dont Texpression immediate est 

pourra etre represent^ par la formule symbolique 

(a) A/=[(n-A,){i-f-AO...(i + A.)-il/, 

ainsi que cela resulte, par exemple, d'une formule de Laplace [Thiorie 
analytique des probability, p. 74). Mais on pent voir ceci plus simple- 
ment» si Ton veut, de la maniere suivante. Si Ton suppose la formule 
vraie pour le cas de n variables independantcs, et que Ton vienne k in- 
troduire une nouvelle variable independante a^n+if on aura, d'apres la 
definition m^me de Taccroissement total A/*, 

A»4., A/ -4- iif=f{Xi H- Ax„ Xi -4- Ar„ . . . , ar« -4- A^:., x^x -4- AjTih-i ) 

ce que Ton pent ^crire, en designant par Ay le nouvel accroissement 
total, 

A^.A/-4-A/=A'/-A^./, 

d'oii 

A'/=A,^.(A/+/) + A/, 

et| rempla^ant A/'par la forme symbolique (a) qu'on suppose avoir lieu, 
il vient 

A'/=A^.[(i-4-A.)(i + A0...{H-A„)]/H-[(i-hA,)(i-4-A,)...(n-A.)]/~/, 

c* es t*i^*d i re 

^'f= [(n-.A,){i + A,). . .{1 + A^.) - 1]/. 

39. 



I 
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De la formuie (a) re8ult6» pour la difference totalet d*ordre/'» 

2. Lorsque les accroissements Aa?,, Arr^,..., Lx^ sont constants, au- 
quel cas on pent leur attribucr une valeur commune igale k Tunite, 
Tequation 

• 
est, d'aprfesla formuie (a), une Equation lin^aire aux differences finies 

partielles, de I'ordre /i et a coefficients constants. On pourrait done Tin- 

tegrer par les methodes connues; mais il est evident que Tintegrale 

vraiment generale de cette equation particuliere est une consequence 

immediate de la definition de la difference totale. Toute fonction/des 

n variables independantes x^^ a:,,..., Xn pent etre regardee» en effet» 

comme une fonction de Tune de ces variables, x^ par exemple, et des 

differences 

^a = X% X\^ ^j =^ J7j X\y . • « y Qn ^^ Xn — X\^ 

de sorte que, en posant 

r^quation 

A/=o 

revient k 

equation qui montre que f est une fonction arbitraire de a?,, £29-**» §/»» 
assujetlie seulement a la condition d'etre periodique par rapport hx^^ 
quelles que soient ^2, ^3,..., £„. Telle est la forme la plus generale« et 
en meme temps la plus simple de Tintcgrale de Tequation proposee. 
Mais rien n'empeche, si on le juge a propos, de faire figurer dans f toutes 
les differences deux a deux des variables et, en outre, x^^ 0^3,..., x^^ 
pourvu que ces derniferes variables y entrent separement sous forme pe- 
riodique. 

On pent remarquer, a ce moment, que, lorsqu'on a k former Taccrois- 
sement total A'/, d'ordre /?, si Ton substitue prealablement les va- 
riables Xi = t, ^2f-> Hn Siux variables primitives x^, a?,...., a:„, il n'y 
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aura, dans la transform^e (p de/, qu'k s'occuper de la seule variability 
de if k cause de la relation evidenle 

11 suit de Ik que I'integrale g^nerale de Tequation 

Apf= o 
pent etre representee par 

fi» 939**-9 fn^tant des fonctions de la nature de la fonction 9, definie 
un peu plus haut k propos de Tintegrale de Tequation d/= o. 

3. Lorsque les differences Aa7«, Ao?,! ...9 Aa?^, sont des fonctions don- 
nees quelconques des variables elles-mSmes ;r,, a?,,..., Xn^ on peut, 
comme generalisation de Tindication de Laplace pour le cas d'une seule 
variable independante, substituer k ces variables ^m a:,...., ^/i d'autres 
variables, pareillement ind^pendantes, tclles que les accroissements Aa7« , 
A^Tj, ...» ^n soient produits simultaneinent par Taccroissemen t, ^gal k i , 
d'une seule des variables introduites. Si Ton designe, en effete par / 
cette variable particulifere, et par t7| (o^i , 0^3, ...» ^T;,), t72 (a?! » rr,, ..., a:;,), .. . 
les expressions donnees de Aa?« , Ao?,, . . . , on pent poser le systfeme d'^qua- 
tions aux differences finies ordinaires 

dans lequel A^o?/ marque Taccroissement de a?/, qui r^pond k Taccrois- 
sement A/ = i de la nouvelle variable independante /» la seule jusqu'ici 
introduite. Or, en se plagant k un point de vue tout a fait general, on 
salt qu'un pareil systeme comporte un systeme integral forme de n equa- 
tions finies entre x^, a?^,..., x^^ t et n constantes arbitraires indepen- 
dantesai, a^,..., a,,. En rempla^ant ces constantes par des fonctions 
determinees et distinctes de {n — i) variables arbitraires z^, /),..., t„f 
on tirera du systeme integral des expressions de la forme 

et ce seront precis^ment Ik les formules requises pour le changement 
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des variables indepeDdantcs, les nouvelles variables independantes 

II n'est peut-elrepas inutile de rappeler que Texistence d'unsysteme 
integral renfermant n constantes arbitraires, invoquee ci-dessus, est 
fondee sur la consideration connue que voici : si Ton pose 

F, = o, F2=o,..., F«r=o, 

les F 4tant des fonctions donnees quelconques» independantes entre 
elles, des variables /, x^, x^,...^Xnf et de n constantes arbitrairesai, 
a^,..., a„t et que Ton represenle par 

F, =: o, F, = o, . . . , F^ = o 

ce que deviennent ces Equations lorsqu'on y ecrit / +i au lieu de t et 
en meme temps x^ 4- Aa?,, x^ + Aa?^,..., x^ + Aa?„ au lieu de a?,, 
X2f.*>f x„ respectivement, puis qu*on ^limine a«, a2,...» tf;, entre ces 
deux groupes d'equations, on obtiendra n equations resultantest d'oii 
Ton pourra deduire pour A,;r«, A,d?2».-M A,a?„ des expressions en i, 
x^f ^2,..., x^f lesquelles pourront coincider avec n fonctions donnees 
quelconques de ces /i + 1 variables, k cause de la presence des n fonc- 
tions aussi quelconques F«, Fz,..., F^,, introduites dans le calcuK 

Pour revenir a la question qui fait Tobjet special du present nu- 
mero, on pent remarquer que, si dans les expressions ci-dessus de 
a?!, X2,...f Xnf qui sont cens^es scrvir au changement des variables in- 
dependantes, on ecrit, aux seconds membres, /j — /, /j —/,..., tn — tf 
au lieu de/,^ ^9.*.f t^ respectivement, de sorte que, par exemple, on 
ait a?, =/i(^ /2 — ^ ^ — /,...,/« — /),et que Ton substitue ces nouvelles 
expressions dans une fonction donnee queIconque/(a7|, ^2f*» ^n) * 
la transformee 9(/, /a,..., t„) ainsi obtenue jouira evidemment de la 
propriety que son accroissement total A 9, repondant a Taccroisseoient 
simultan^, u/i, de toutes les variables, /, tt,...^ t„9 sera equivalent ii 
Taccroissement total A/ provenant des accroissements simultanes 

IaX^ ^^ TS ^ \X^ , X29 • • • 9 *^9i) 9 ■ • *9 *^*^n ^^ "^n \*^i 9 *^if • • • 9 *^n J* ^^ paSSagC 

a des variarbles independantes, qui augmentent simultanement de un, 
pent offrir dans certains cas des avantages, au point de vue, par 
exemple, de la symctrie. 
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4. Lorsqu'on a m foDctions indetermiDees i/,..., vAtn variables in- 
dependantes a?, y,..., z et que Ton a a faire interveDir daDs le calcul 
les valeursa?!, yi,..., z,, de ces variables 

, / du d'u \ 

•• •» 

/ du d'u \ 

oil 9* il'y...* X ^^"t ^^^ fonctioDsdoDneesdeo:, j^,..., z, i/,..., f^, et des 

d^rivees -j-t w~»"* jusqu'k un ordre determine, comme on peut 

toujours imaginer, a un point de vue purement theorique, que 9, 
^,..M X ^^ r^duisent iinalement a des fonctions des seules variables in- 
dependantes, 0?, 7»-«-» z, on peut aussi concevoir, conform^menta ce 
qui a et6 dit au numero precedent, que Ton ait inlroduit n nouvelles 
variables ind^pendanles /, d,...» t, telles que, en regardant or, j^,..., z 
comme des fonctions de ces nouvelles variables, a?, , y« , . . . , JZ| soient pre- 
cis^ment les valours que prennent ces fonctions quand /, 9,..., t y sont 
simultanement changes en / 4- 1 , fi H-i , . . . , r H-i , ou, si on le pr6fere, 
quand / seul y est change en / + i. Alors les nouvelles valours 
iii,..., f^i et celles de leurs derivees partielles, qui etaient censees r6- 
pondre au systfeme de valeurs a:«,yi,..., jZ| des variables ind^pendantes 
primitives, pourront ctre regardees comme se rapportant directement 
au systeme /H-i, 5-m,..., t+i, ou, si on le prefere, au systeme 
/ + !, 9,...,T. En joignant les n equations, Sorites ci-dessus, aux 

171 Equations qui doivent6tredonneesentrea?,j^,..., z, I/,..., i^, ^'-" 

et entre les valeurs de ces diverses quantit^s qui r^pondent aux sys- 
ihtnes [x^t ytf.f z, ), (a^a./a,..., Zj),..., (a?,, j^/,..., z,), d^duits les 
uns des autres suivant la loi ci-dessus, on aura un systeme total de 
m + n Equations, aux differences meUes partielles, entre les m + n 
fonctions inconnues x,y,..., z, i/,..., v et les variables indgpendantes 
actuelles /^ 9,..., r. II est clair qu'il conviendra g^n^ralement de rap- 
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porter dans ce systeroe les deriv6es t-j ■ , , >-" aux variables 

/, 6,..., T, par les formules ordioaires du chaogement de variables in- 
dependaotes, quand les nouvelles variables iDtroduitesrestentind^ter- 
miDees. 

Au reste, on pourraitdire simplement que Ton profile de Tindetermi- 
nation des n fonctions qu'introduit tout changement implicite de n va- 
riables independantes pour remplir n conditions determinees^ a sa- 
voir ici quea^i^ji,..., z, soient precisement les valours de j;,^^,...* z 
qui repondent au systeme de valours/ -hi, 5 -hi,..., t -+-i, ou, si on 
le preffere, / h-i, d,..., r des nouvelles variables independantes. Mais 
les considerations precedentes me paraissent, k difierents ^gards, pre- 
ferables et plus precises. 

Dans tons les cas, il faul observer que les expressions definitives de 
M,..., V en 1 9,..., T, doivent 6tre telles, que les valeurs de a?, = 9, 
J, zzs: ^,..., z^ = y^ soient independantes enlre elles, comme celles de 
x,y,. ., z. La supposition qu'il existe entre x^, y^^..,, z, une ou plu- 
sieurs relations determinees changerait la nature de la question pri- 
mitive et donnerait necessairement lieu a diverses hypotheses ou dis- 
cussions que je mettrai completementde c6te. 

§ II. — Suite des remarques anaUytiques. 

1. Soit un systeme d'^quations diffcrentielles ordinaires entre une 
variable independante t et les n fonctions x, y,..., z de celte variable 

(>) ^ ~/(^,r»-'M'»» 0» ^=9(^, V,..., z, 0..-1 ^^ ^(^t /••••» -s.O. 

oil les seconds membres renferment la variable independante i soos 
forme p^riodique seulement. En supposant que ces m^mes seconds 
membres restent finis et continus lorsque t varie dans un intervalle de- 
passant Tunite (etendue de la p^riode), x^ y^.-f z variant en mdme 
temps entre certaines limites; en designant, de plus, par x^^y^^..., Zt 
les valeurs de a?, j«..., z considereesactuellement comme des fonctions 
de if qui repondent k la valeur / +1 de cette variable independante et 
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sont cens^es comprises dans les limites en question, on aura 

equations exactement de meroe forme que les Equations (i). Si done, 
a, 6,..., c d^signant des constantes arbilraires, on represente par 

(3) a:=^F(a, 6,..., r, /), 7 = *(a, fc,..., c, /)»• • • 

les int^grales generates des equations (i), on obtiendra les integrates 
generates des equations (2) en changeant simplement dans (3) les con^ 
stantes a, 6,..., c, en d'autres a 4- Aa, b 4- A6,..., c-h Ac oil Aa, 
A6,..M Ac peuvent Stre consideres comme des tbnetions donnees 
quelconquesde a» h^...^c. Mais comme ^i,j^«,..., Z| peuvent aussi se 
deduire de (3) en changeant / en / h- i, on aura des relations tellesque 

F(a-4- Aa, 64- A6,. . ., c + Ac, /) := F (a, 6,. . .,c, /H-i). 

Or, d'aprfes le n® 3 du § I, on pent, an lieu de a, 6,..., c, introduire un 
autre syst^me de conslantes a, j3,..., 7» telles que Aa, A6,..., Ac soient 
produits simultan^ment par Taccroissement un attribue a une seule des 
nouvelles variables, 7 par exemple, de sorte que, en changeant en mSme 
temps /en — (/ + i), la relation prec^dente equivaut k celle-ci 

F(a,(3,.. ,y-f-i, /-f-i) = F(a, (3,...,y. /); 

ce qui revient \ dire que les integrates generates des Equations (i) peu- 
vent toujours dtre considerees comme des fonctionsde n — i constantes 
arbitraires et de / — t (t ^tant la /i'^*"*^ constante), ces fonctions conte- 
nant, en outre, sous forme p^riodique,*/ ou t k volonte. 

De la r^sulte une consequence particuli^re pour le cas ou les Equa- 
tions (1] sont lineaires; mais it est peut-etre preferable d'etablir le 
resultat d'une maniere un pen difYerente. 

2. Considerons I'equation lineaire de I'ordre n entrela fonction j^et 
la variable independante x 

Amnaht de i'J^eoie NormaU, ^^ S^rie. Tomo III. 4^ 
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dans laquelle Ics coefficients/?,..., s sont supposes des foDCtions pe- 
riodiques de x. Soient ^, vj,..., ^, n solutions particulieres dislinctes 
de cetle equation. Si ^, par exemple, verifie inequation quand x varie 
dea^o a X, intervalle superieurauneperiode,?, (expression de^ quand 
on y ccrit a? + 1 au lieu de x) sera aussi une solution particuliere de la 
raeme equation, puisque celle-ci conserve la raenie forme quand on y 
change x en x-\- 1; par consequent, d'apres la forme connue de Tinle- 
grale generate de la proposee, ^i sera necessairement une fonclion 
lineaire a coetBcients constants de ^, v?,..., ^. Si done toutesles fonc- 
lions?, vj,..., s sontpropres, chacune en particulier, a verifier I'equa- 
tion diOerentielle dans tout Tinlervalle de Xq a X, on aura n equations 
lineaires a coefficients constants entre £, vj,..., ?; ?|, vj,,..., C|. D*ou 
Ton conclut, d'apres la forme connue des integrates d'un pareil sys- 
teme d'equations, que Texpression generate de y est 

fx,..., p etant des constantes ett?,..., o desfonctionsperiodiquesdc^r, 
cette forme devant e(re modifiee de la manifere connue dans le cas oil 
Ton suppose la coincidence d'un certain nombre des nexposants. 

Si les fonclions ^, vj,..., ^ n'etaient pas propres a verifier separ^ment 
la proposee dans le meme intervalle X — a?o» superieur k Tunite, la 
conclusion precedente pourrait etre en defaut, puisqu'on ne pourrait 
plus affirmer Texislence d'un nombre egal a n d'equations lineaires 
en ire ^, v],*.-,^^! §i, 'Ot* • "^ ^t • 

Si une fonction particuliere^ verifie la proposee dansun intervalle 
superieur a m periodes, c'est-a-dire en conservant dans cet intervalle 
sa forme analytique, et que cette fonction | ne soit pas periodique, 
^1,^2,..., ^,„ constitueront generalement autant de solutions particu- 
lieres nouvelles, et on pourra les faire intervenir a ce titre dans la pro- 
position precedente. 

La determination des exposants /Jif...,/? parait exiger generalement 
Tintegration meme de T^quation proposee. On peut facilement deter- 
miner leur somme. En designant, en effet, par B le determinant des 
n solutions particulieres ^, v?,..., ^, c*est-a-dire en posant 



QUI DEPENDENT DtiS DIFFERENCES FINIES OU MELEES. 3l5 

on sail que 

Dans le cas present* les n solutions particulibres |, >?,..., ^ sent de la 
forme tre^, 9 <;''',..., a)^^^. La subslilution dans le determinant 6 don- 
nera done un r^sultat de la forme 

A ^tantune fonetion p^riodique; il faudra done que la pariie non p^- 
riodique de Tintegrale — j pdx se reduise a (fjL-i-vH-...-hp)a?. Le 
coefBcienl de cette partie non periodique est represenle, en general, 

par — / pdx, en sorte que Ton aura 

Jo 

Jo 

II est clair qu'on pourrait augmenter Tun ou Tautre membre de 

akjiyl— I, k etant un nombre entier quclconque; mais on pent ad- 
mettre que la partie periodique qui en proviendrait estabsorbce dans 
une ou plusieurs fonctions t?, 9,..., co. 

3. II ne sera peut-elre pas inutile d'entrer dans quelques details sur 
la forme, qui vient d'etre invoquee, de Tintcgrale d'unc fonetion perio- 
dique. Soit 



¥{x)=rf(x)dx, 



ou/(a?) est une fonetion periodique. On aura successivement 

r{x)r=:f{x), F(x-^i)~^f(x), ^ {x ^ j) - ¥' [x) = O , 

ei, par suite, 

¥{x -f- 1) — ¥{x) — k, ¥(x) = kx -h ^[x), 

it etant une eonstante et ^[x) une fonetion periodique. Comme Y[xq) 
est nuUe, on aura 

¥[x) ~ ^{x) -- ^[x^) -\- /c{x — jTo), cl'oii ¥{xt -+- 1) = /f, 

4o. 
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c'est-k-dire 

' f[x)dx^ ou tf = \ f[x)dx, 

X, Jo 

en supposant que la fonction f{x) ne devienne pas discontinue entre 

les limites o^o et a? + i ou o et i . Dans le cas d'une discontinuite quel- 

conque, il faut necessairement faire des conventions parliculieres pour 

cbaque forme determin^e de fonction periodique, independamment 

des precautions ordinaires relatives au passage par Tinfini. Ainsi, par 

exemplC) si 

f[x) = TTtangTT^y 

et qu'on prenne 

I langTra? rf^r =^ — log costt^p, 

o 

on ne peut pas considerer — logcosTro? comme une fonction periodique 
dont I'amplitude de periode est i» ainsi que cela a lieu pour tangrrj?; 
mais rien n'empeche d'ecrire 

yrf.lOgCOS^7rX= — jlOgCOS^TTX, 

et Tamplitude de periode est + 1 pour la fonction primitive comme 
pour la proposee. Plus generalement, quand on aura 

_ CT(x)dx 



j^ecrirai 



^""X. /(^) 



'=Him' 



ainsi que le font plusieurs geometres, que /(a?) soit ou ne soit pas pe- 
riodique. Cette forme inlegrale a, en particulier, Tavantage de laisser 
subsister ou d'introduire dans certains problemes de Geometrie des 
brancbes de courbe qui disparaitraient sans cela et rompraient ainsi en 
pure perte la continuite geometrique. 
Soit encore 
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oil P est unc fonction quelcoaque de ^ et rsr une fonclion periodique de 
la merae variable, et que Ton pose 



kf ki9 k^,,.. etant des constantes et cr(,), rsf^2)y ^o)**** des fonetions pe- 
riodiques, on trouve aisement, par le precede de Tintegration par par- 
ties, 

^9xsdx — P[cy(.) - /r.] - P'[TrT(,) -- k,] -f- V''[rsi^) ~ h,] -. . . 
- ( - i)-P(»-) [cj(„) - /i„] -f- (- I)" P"')cy(,^.o 



/■ 



-}- /r fprfa: — ( — i)" /?("+• )cj^„) dx. 



Oil les accents marquent les derivees. En particulier, lorsque P est un 
polynome du degre /», Ic dernier signe integral disparait, et Ton pent 
d'ailleurs effecluer la quadrature indiquee a Tavant-dernier terme. 

4. Bien que les resultals etablis aux numeros precedents du present 
paragraphe soient soumis, comme on Ta vu, a diverses restrictions, la 
theorie del'integration des equations aux differences melees est jusqu'a 
ce jour si peu avancee qu'il serable y avoir interet h retenir les moindres 
remarques sur cet obscur et important sujet. Or c'est vers ce dernier 
objet que tendent, en grande partie, les resultats auxquels je viens de 
faire allusion. 

Gonsiderons les equations de la forme 

oil le 1 s*etend a toutes les valeurs entiferes et positives de i et dey qui 
verifient la condition i-^-j^n, n 6tant un nombre entier positif donne. 
Dans cette equation, yj designe toujours/(a7 -\-j), en supposant que jk 
est represente par/(a7), et les coefficients /?/,,• sent supposes des fone- 
tions periodiques de x. Si Ton fait, dans I'equation propos^e, 

m 

z etant une fonclion periodique et (jl une constante indeterminee, on 
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obliendra un resultat de la forme 

[b) Mi;(")4-Nz('»-')-f-...-4-Q2i=o, 

les accents marquant les derivees, et les coefficients M, N,..., Q etant 
des fonctions periodiques de x qui contiennent sous forme entifere les 
puissances de (x et de e^ jusqu'a la n^^"*^. D'apres le n** 2, les n integrales 
particulieres distinctes de cette equation lineaire pourront etre suppo- 
sees, cliacune en particulier, de la forme tarj,. c"*!**, oil ts^ est une fonc- 
tion periodique qui depend de fx, et m^t un exposant constant qui de- 
pend aussi de (x generalement. La fonction designee par z devant etre 

periodique, il faudra que 

m,^ — o, 

et c'est cette equation, generalement transcendante, qui fournira les 
valeurs convenables de (x. Une autre solution particuliere de la meme 
equation (6), telle que (py.e"-^'^^ donnera une autre serie de solutions 
particulieres dont les exposants seront fournis par Tequatron 

* 

de sorte qu'on satisfera a Tequation proposee en prenant 

« 

y'-^-l^f,Ai,w.^ e^ -h 2^ B^ 9ji c«^ -{-... H - 1^ C^ w^^ ^«", 

A^^ h^,..., C^ etant des constantes arbitraires et les 1 s'etendant res- 
pectivement aux racines des equations 

/;?«:= O, /!„=:: O, . . , T^ = O, 



lesquelles admettront, chacune en particulier, une infinite de racines; 
mais cette dernifere assertion ne doit etre consideree que comme une 
induction fondee sur ce fait, que les exponentielles qui se trouvent 
entremelees aux puissances de fx, pouvant etre remplacees par leurs 
d^veloppements en serie, les equations ci-dessus peuvent etre assimilees 
g6neralement k des equations algebriques d'un degrc infini. 

5. Comme exemple de la methode precedente d'integration, consi- 
derons Tequation particuliere 



3aO SUR QUELQUES QUESTIONS 

oil les Gi soot des coefficieDts constants en nombre quelconque, et ts 
une fonction periodique donnee. Si Ton fait 

z etant suppose periodique, la substitution donnera 
Oil, pour abreger, 

h = 2, Oi er***. 

En faisant 
cette equation se reduit simplement a 

et Ton a en consequence 

II faudra deduire fx. successivement des deux equations 

ou, si Ton veut ici, de Inequation unique, equivalant aux deux prece- 
dentes, 

et Ton en conclura 

On peut remarquer que, dans cet exemple, les deux fonctions perio- 
diques qui multiplient les exponentielles dans la precedente expression 
de z coincident et ne dependent point de fi; mais cela tient a la forme 
toute particuliere de Tequation proposee. Quant aux racines fi, elles 
proviennent de deux equations vraiment distinctes. Pour prendre le 
cas le plus simple, supposons nuls tous les coefficients aj, a Texception 
de celui qui multiplie ji, et dont la valeur sera egale k Tunite. Les 
deux equations d'oii Ton doit deduire les racines a seront actuellenient 
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A part la racine r^elle unique qu'elle peut admettre, cbacune de ces 

^uations admet une inOoit^ de racines imaglnaires, dont la separation 
est tr^3-facile k effectuer, et a laquelle co use quern ment je ne crois pas 
devoir m'arrfiter. Od pourra consulter sur ce point le Memoire cite de 
M. Puiseux, oil ce g^omfetre a efTectu^ la separation des racines pour 
une Equation du meine genre, quoique on peu plus compliquee. 

6. II y a UD cas oil il est possible de determiner r^quation propre a 
fournir les diverses valeurs de fi, ct d'obteuir en m^me temps I'ex- 
pression de^. Ce cas se prSseute lorsque daus un lerme quelcouque 
de I'equation proposee la differentia tiou iufiniment petite ae d^passe 
pas le premier ordre, desorte que T^quatioD peuts'^crire 

2i;>(()r' + 2;;j(/)^ =0, 

P{i)' 9{j) etant toujours des fonctions periodiques, en oombre fini quel- 
coaque, eties accents indiquant lesderiv^es. Quand on fera 

on aura 

C-«'r, t, = ^'l' 

de facoD que I'equation proposee deviendra 

d'o6 par riot^gration on tirera immidiatemenl la valeur de |, ct Ton 
aura, par suite, 

La fonction ts devant Hre periodique, ii faudra gen^ralement poser 

u + / V : ■ ax = o, 

ce qui est precisement I'equation propre k fournir les diverses valeurs 
de [t. On aura ensuile 

AmaU% da fteoU NormaU. i* Serie, Tome Ul. 4> 




^22 SUR QUELQUES QUESTIONS 

les Apt designant des constantes arbitraires et zg^ ce que devient succes- 
sivement Texpression precedenle de cr pour cbacune des racines jx. 

7. On peut, au lieu de Tequation particuliere qui vient d'etre exa- 
minee, considerer la suivante, d'une composition unpen differente, 

2i- [/>(/) -f- xs^i) ] Xi H- Ij q(j)y. ^ o, 

/'«> ^o ?(/*) ^tant encore des fonctions p^riodiques quelconques. En 
supposant cr et u des fonctions periodiques indeterminees, faisant, 

et observant que 

la substitution dans la propos6e donne d'abord 

Si Ton remplace dans cetle equation ?' par § ( h log a -ha? —U on 

obtient une transformee dont le premier membre rcnferme deux sortes 
de termes, savoir : des termes periodiques, et d'autres termes conte- 
nant a? en facteur. Ces deux groupes de termes doivent disparaitre se- 
parement, et Ton a, en consequence, 

{a) li S(i) tt*' -4- u' 2/ q(j) uJ^* = o. 

Si de cette equation, non lineairc generalement, on peut tirer pour u 
une expression periodique renfermant une constante arbitraire a, la 
periodicite requise de zs exigera que Ton ait 

Jo I ^jqu)^^ J 

equation d'oii Ton devra deduire a, et Ton aura 

les Aa etant des constantes arbitraires etle 2 se rapportant aux racines 
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lerai, pour abp6ger, une fonction periodique impaire. Les fonclions 
defiDiespar (a) pourraient etre appelees, par opposition, periodiques 
paires. Je les appellerai, en general, conformement a Tusage ordinaire, 
fonctions periodiques, reservant la qualification d'impaires pour les 
fonctions (/3). Si Ton designe par a une fonction particuliere quel- 
conquo (par exemple siuTro?), periodique impaire, et que Ton pose 

X — azy 
Tcqualion (/3) deviendra 

Zi:^z; 

de sorte qu'une fonction periodique impaire peut toujours etre con- 
sid^ree comme le produit d'une fonction periodique paire par une fonc- 
tion periodique impaire particuliere. Mais il est aussi simple, comme 
on en verra des exemples, d'inlroduire directement dans le calcul les 
fonctions periodiques impaires, a peu pres au meme titre que les fonc- 
tions periodiques paires. Enfin on peut observer que /(a?) etant une 
fonction periodique impaire, finie et continue dans Tintervalle d'une pe- 
riods » Tintegrale / /{x) dx est egale a zero, et Tintegrale indefinie 

Jo 

I /{x)dxest\xne fonction periodique impaire, ne contenant pas de 

partie proportionnelle a x. II est evident qu'on pourrait introduire 
une distinction analogue, avec plus de varietc bien entendu, pour le 
cas des fonctions de plusieurs variables independantes. 



§ III. — Des courbes composees individueUement de parties semblables. 

1 . Les coordonnees rectangulaires a?, j, z d'un point quelconque 
M d'une courbe etant supposees des fonctions d*une variable indepen- 
danle I, le point M, ou (^itjit^i), obtenu en changeant dans ces 
fonctions I eni + A/, A/ etant une fonction donnee de ^ pourra etre 
appele le/xM/U correspondant de M. D'apres ce qui a ele dit au § I on 
peut toujours supposer A/ egal a Tuuite. Cela pose, si Ton considfere 
deux points quelconques H et M' de la courbe et les points respective- 
ment correspondants M| et M\, la condition que Ton s'impose iciest 
que les arcs MM' et M, M'l soient semblables, quelles que soient les 
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ticulieres pr^cedentes les int^grales generates des Equations (a), a 



savoir 



X -r.' m-'[C(a''H-c )-♦- M(c? -♦- a" cose) — Na^'sine], 
(6) ( jr-_:m-'[C(6"-hc')-4-M(c'-H6''cos£; -Ni^sine], 

ij = m-'[C(i-+-c''-a-6')-hM(c"-ij(i-f-cose)-N(c^-i)sine], 

On reconnait facilement que les trois groupes de coefficients qui 
multiplient C, M, N dansces formules peuventetre pris pour lescosi- 
nus de direction de trois axes rectangulaires, en introduisant toutefois 
un facleur numerique commun aux coefficients de C et un autre fac- 
teur numerique commun aux coefficients de M et N. En designant par 
X, Y, Z les coordonnees relatives a ces nouveaux axes, et projetant 
Xy y,z successivement sur cbacun d'eux, on obtiendra 

(c) X = m-'Rcos(9-f-6/), Y=ii m-'Rsfn (94-6/), Z=mr*VL, 

aprfes avoir rem place A et B, abstraction faite d'un meme facteur nu- 
merique, parRcos^, Rsiuf respectivement, R,;, H etant trois fonc- 
tions arbitraires periodiques. 

Lorsque m, que je suppose toujours positif, est egal a Tunite, les 
trois constantes qui sent censees ajoutees aux seconds membres des 
equations [a) ne peuvent pas etre ^liminees au moyen d'une solution 
particuliere representee elle-meme par trois constantes : on les fait 
disparaitre, dans ce cas, au moyen d'une substitution de la forme 

a, a,,...etant des constantes. On reconnait aisementque a, j3, 7 doi- 
vent etre proportionnels a a^-i-c, 6"-+- c, n- c'— - a — b'\ et dibs lors 
en imaginant les quantites x^^y\^ z^ ajoutees respectivement aux se- 
conds membres des equations [b] ei projetant, comme precedemment, 
sur les trois nouveaux axes introduits,on obtient, abstraction faite des 
constantes additionnelles, 

(«/) X — Rcos ?-^£/), Y — Rsin(9 + eO. Z=H-+-A/, 

R, H, f etant des fonctions arbitraires periodiques, et A, £ des constantes 
quelconques. 
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On passe au cas de la similitude inverse en supposant, dans (c),m 
toujours positif et prenant pour R, H des fonctions periodiques im- 
paires, f etant toujours periodique pair. Seulement dans {d) h doit 
etre suppos6 nul. On pent aussi dans les memes formules (c), [d) 
ecrire 9 +nnt^\x lieu de 9, n etant un nombre en tier quelconque, et 
supposerR toujours periodique pair; on sera dans le cas de la similitude 
directe ou dans celui de la similitude inverse, suivant que /isera pair 
OU impair, H etant toutefois impair dans ce dernier cas. 

Lorsque i est different de zero, si Ton fait 

Q croitra de un en meme temps que /, et comme cette Equation en- 
traine 

/=:0-4-Hj(9j, 

ts 6tant une fonction periodique, toute fonction periodique de / devien- 
dra, par cette substitution, une fonction periodique de d, de meme pa- 
rite qu'avant la substitution. On voit, d'apres cela, que, lorsque £ n'cst 
pas nul, on peut dans les formules (c) et [d] supprimer, si Ton veut, 
la fonction tf ; cette suppression n'enl&ve rien k la generality des for- 
mules quand il s'agit simplement des difierences-finies, mais elle peut 
obliger k introduire des fonctions k sens multiple k cause des valeurs 
differentes de ^ qui, dans Tequation 

peuvent repondre k une meme valeur donn^e ded. 

2. 11 r^sulte du calcul ci-dessus qu'etant donnas deux systemessem- 
blables, situ^s d'une maniere quelconque dans Tespace, on peut toujours 
les rapporter k trois axes rectangulaires tels qu'entre les coordonn^es 
des points homologues (X, Y, Z), (X,, ¥«, Z, ) on ait les relations con- 
stantes 

mXi = X cose — Y sine, m Y, =:Xsine -4- Y cose, mZi = Z, 

en sous-entendant, s'il le faut, des constantes additionnelles aux se- 
conds membres. On aurait pu partir de cette propriete et simplifier 
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reciproquement le calcul primitif. Si Ton a, en efiet, deux syst^mes 
semblables(A, B, C,...), (A', B', C',...) et que Ton prennc deux points 
homologues quelconques 0, 0', on peut transporter parallelement a 
iui-meme le systeme (A', B', C',..., 0') de maniere a faire coincider 0' 
avec 0. Puis, par une rotation autour d'un certain axe 01, toujours 
parallfele a Iui-meme, on peut Tamener k coincider avec Tun des ho- 
mologues de(A, By G,..., 0), construils avec le centre d'homoth^tie 0. 
On voit que, dans le cas de la similitude directe, si m difffere peu de 
Tunite positive, le point peut etre transports tr^s-loin, ce qui ex- 
plique la presence necessaire de la constante qui est jointe k z quand 
on prend la direction 01 pour axe des z et que Ton suppose m egal k 
TunitS. 

3. En s'appuyant sur les considerations dSveloppees au § I^ on peut, 
sans nouveau calcul, resoudre la meme question geomStrique a Tegard 
des surfaces. Les coordonnees a?, j^, z d*un point quelconque d'une sur- 
face ctant supposees, en effet, des fonctions quelconques de deux pa- 
rametres arbitraires ^, >}, quelle que soit la loi de correspondance de 
deux points M ou (?, vjjet M, ou (^-f- Ag, tq-i- Atq), on peutsubstituer 
a ^ et Y7 deux nouveaux parametres independants / et d, tels que A§ 
ct Ay} soient produits simultanSmentparrunique accroissementA/ = i, 
ne variant pas. La condition geometrique de similitude fournissant 
d'ailleurs trois equations analogues k (a), il est clair qu'il suffit, pour 
avoir la solution generale du probl^me actuel, de supposer, dans les 
formules (c) et (e/), que R, 9, H sont des fonctions arbitraires de et /, 
la derniere de ces variables entrant dans ces fonctions sous forme pe- 
riodique; m, £, A, restent toujours des constantes arbitraires. Ceci re- 
vient a considerer les surfaces chercbees comme engendrees par le 
mouvement de la courbe (c) dans les equatit)ns de laquelle on fait en- 
trer, k part t, et d'une maniere arbitraire, un nouveau paramMre in- 
dependant repondant au deplacement ou k la deformation de cette 
courbe. Si Ton rempla<;ait par une (onction determinee quelconque 
de tf on aurait, sur la surface en question, une certaine courbe; en 
cbangeant, apres cela, ^ en ^ + 1 , on obtiendrait sur la meme surface 
une courbe semblable k la premiere. 

Si Ton supposaitque les fonctions R, f, H dependent arbitrairement 
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cJe trois parametres t, 6, t, le premier entrant toulefois dans ces fonc- 
tionssous forme periodique, les formules (c)et {d) repondraient a la 
decomposition de Tespace en portions semblables, c*est-a-dire que si 
Ton se donnait un nombre quelconque k de points, repondant a ksys- 
temes de valeurs simultanees quelconques de ces parametres, les va- 
leursde / etant, en particulier, f(i), ^(3),..., ^(A), les^ points obtenus en 
changeant^d), r^a),..., r^A) en t^t) -f-i, t^^) +i»"-f ^(A) -t-i, formeraient une 
figure semblable a la premiere. 

Enfin je ferai remarquer que la methode analytique, adoptee au 
debut du present paragraphe, pourrait s*appliquer au cas de la Geo- 
metrie ik n dimensions. Le systeme des n equations analogues a (a), et 
repondant a cetle generalisation, pourrait alors se trailer en faisant 
usage de la propriete des determinants, etablie par M. Briosrhi au 
tome XIX, I*** serie, du Journal de LiouviUe; el il ne serait peur-etre 
pas sans interet de rechercber en particulier quel est le systeme le 
plus simple de n axes rectangulaires auxquels deux systemes bomo- 
logues peuvent etre simultanement rapportes; mais je n'entrerai pas 
presentement dans d'autres details sur ce sujet. 

§ IV. — Des courbes planes semblables a leurs n'^"^^' polaires correspond 
dantes. — Sur un cas particulier relatif aux courbes gauches. 

1. En designant parjo et co lescoordonneespolaires d'un point quel- 
conque M de la courbe plane cbercbee, et observant que, d'apres une 
propriete connue, les perpendiculaires abaissees du pole sur les tan- 
genteSy qui correspondent aux podaires successives, font entre elles,en 
passant de Tune h la suivante, un meme angle v, les coordonnees 6 et r 
du pied P de la t*'^*"* perpendiculaire seront donuees par les formules 

(i) = &) — nv, r=:pcos"v. 

II convient, conformement a ce qu'a fait M. Puiseux dans une ques- 
tion analogue, de distinguer deux cas : i^ le cas ou la n'^f' podaire 
pent etre rendue homotbetique a[Ia courbe primitive (le pole 6tant le 
centre d*homothctie) au moyen d'une rotation s autour du pdle; 2^ le 
cas oil une pareille rotation la rend bomotbetique a une courbe syme- 
trique de la courbe primitive relativement k Taxe polaire. 

AnnaUt 4fi I'Ecole Normale, a* Serie. Tome III. 4^ 
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Premier cos. — On peut regarder p et w comme des fooctions, jus- 
qu'ici indeterminees, d'une variable auxiliaire /, et assujettir la fonc- 
tion arbitraire qu*introduit le choix de celte variable a la condition que 
les coordonnees pt et a)| du point Mf de la courbe cherchee, qui doit 
etre Thomologue du point P, se deduisent de p et de oi respectivement 
6n remplacant simplemenl, dans ces dernieres fonetions, / par /h- i. 

Cela etant, et en designant par m le rapport constant de similitude, 
on aura les deux equations 

(a) w, = (? -h 6, piZ=mry 

ou bien, en ayant egard a (i) et ecrivant a la suite une relation bien 
connue, 

(?.) ru, = w — nv-he, p, = mpcos"v, — = iangvrfw. 

La differentiation de la deuxienoe de ces equations donne 

dpi dp , 

-^ = — i- — ntangvav; 

pt 9 

d*ou, en ayant egard a la troisieme et k cell(^ qu'on en deduit par le 
rbangement de / en /-f-i, resulle 

tangv, (/&), = langv (/&> — n tangv dv. 

Le second membre de cette derniere equation revient, en vertu de la 
premiere (2), a tangv d(^i ; on a done, en observant qu'on peat rejeter 
rhypothese de dr^t egal a z^ro, 

tangvi = tangv, et, par suite, v, — v = Attt, 
/' etant un nombre entier quelconque. On tire de la 

(3) v = *-7r/-f-a, 

a etant une fonction arbitraire periodique; ce qui transforme la pre- 
miere equation (a) dans 

(P) 0), — w = — nknt — /ia-4- c. 
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lution (I'une equation transccndante, et il en r^sultera toujours pour a 
une forme pcriodique, comme cela doit etre. Si Ton se donne A et a, 
on tirera de la relation precedente 

oil F(/) est periodique. Si cette quadrature ne donnait pas pour b une 
forme periodique, il faudrait egaler k zero le coefficient de la partie 
proportionnelle a t, ce qui etablirait une relation entre £ et les autres 
constantes. 

En restreignant la generalite de la solution, on peut verifier la rela- 
tion (7) sans effectuer de quadrature ou sans resoudre une equation 
transcendante. Si Ton pose, en effel, 

i|og A* = X sin (kizt -ha), 6 = X cos(A'7r/ -h a), 

m 

X etant une fonction indeterminee, la substitution de ces expressions 
dans Tcquation (7) fournit 

— X = [|cos(Ar7r/4-/i)logm*cos'*(A7r/ -ha) 

H-(iia — e — iiifr7r)sin(/r7r/ -ha)] : I-tt -hk"n\ , 

et il en resulle toujours pour ^logA^ etpour b des expressions propre- 
ment periodiques, quand on a adopte une pareille forme pour I'unique 
fonction arbitrairea qui subsiste actuellement dans la solution. 

Lorsqu*on suppose a constant et A6gal h z^ro, Tequation (3) fournit 
pour V une valeur constante : la courbe est done une spirale logarith- 
mique. II semblerait cependant qu'il entre encore une fonction arbi- 
traire dans les expressions (4) 6t (6) de a> et Aep; mais il est facile de 
voir que, en tenant compte de (7), on peut eliminer / entre (4) et (6) 
et obtenir entre p et w Tequation ordinaire decelte courbe. Au reste, 
rien ne s*oppose, dans le cas present, a ce qu*on suppose A et 6 et, par 
suite, a constants, A: etant toujours nul : les equations (4) et (6) appar- 
tiennent alors directement a la spirale logarithmique. 

Second cas. •— On a toujours les equations (1). Les equations {a) 
(loivent etre remplacees par 

— 0), = 6 -h e, pi = mr, 
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et Ton a, par suite, 

(a') Wi 4- (k) — nv 4- 6 = 0, p, = mpcos"v, — =: langvrfo). 

r 

En suivant la meme marche que dans le premier cas, on deduira de ces 

equations 

langv, = — tangVy v, 4- v := Attt , 

k 6lant un nombre entier quelconque. Si Ton fait 

(3') v= he, et, par suiie, v, = he,, 

Tequation precedente deviendra 

c, 4- e = o ; 

en sorte que c est une fonclion arbitraire periodique impaire. On tire 
ensuite de la premiere (2') 

nki: 

&), 4- w = c 4- nc, 

2 



• M * 



et, en integrant, 

(4') «=-^-;— T^^'-^-ff* 

^ ^tant une fonction arbitraire periodique impaire. En faisant 



f[t)=^m cos" ( h c j , 



et observant que/^(/) est toujours une fonction periodique paire, on 
aura 

(6') p = diA[/HO]i 

A etant une fonction arbitraire periodique quelconque. Les fonctions 
A, c, g devront verifier la condition 

"') s^-;'°«/'(')-(^-»«)«n«(^..)=o, 

qui a lieu entre des quantites de meme nature, le dernier terme etant 
ie produit dedeux fonctions p6riodiquesimpaires. Cette equation donne 
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lieu a quelquesremarques analogues a cellesdu cas precedent. On aura, 
par exemple, 

g:=F(o, g=fF(t)dt, 

V{t) etant une fonction periodique impaire, et Tintegration fournira 
generalement pour ^ une fonction de meme nature. 

L'analyse qui vient d'etre developpee, soit dans le premier, soil dans 
le second cas, peut etre legerement modifiee etsimplifiee. Quand on est 
arrive a Tequation (3), on pent former tout de suite ('equation (5) et, 
par suite, I'equation (6). La troisieme (2) donne alors immediatement 



(k) 



r dp 

= j COllA--i-» 



et Ton peut reconnaitre que cette expression de gj satisfait a ['equa- 
tion (/3). On en lire effectivement 

rfw = cotv —9 

P 
et, par suite, 

rfw, — r/w = coivi — — coiv — = coiv ( — ^ I ; 

p. p \ p. p r 

mais, d'aprfes (5), on a 

rfp. ^ dp df[t) 

p. P /(O ' 

et, en mettant pour/(^) ce que ce signe represente, on obtient 

(/(&), W) =: — n (/TTT-t- -7T- ) dty 

ce qui est precisement la differentielle de {'equation (|3). Une modifi* 
cation analogue peut etre faite dans le second cas. 

2. Les coordonnees rectangulaires x, y, z du pied P de la perpendi- 
culaire, abaissee de I'origine sur la tangente au point [x^y, z) d'une 
courbe quelconque (C), sont donnees par les formules 

/ , rdr dx rdr dy rdr dz 

<') "=^--5rrfr' '=^--5ri' ^=^--5r^' 
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dans lesquelles 

r* = j;* -f- j» + z\ ds^ = dx^ -f- rf/* -f- dz^. 

Si Ton exige que les courbes (C) et (P) soient semblables, Torigine 
etanl le centre de similitude, en designant par x^, y^, z, les coordon- 
nees du point de la courbe (G), qui est Thomologue du point P, on 
devra avoir, d*apr&s ce qui a ete dit au n® 2 du § III, 

x = m[xx cos£ — y\ sine), y ==m(j:, sine -f-ji cose), z =:mzt, 

le second membre devant etre augmente d'une eonstante si Ton sup- 
pose m ^gal k Tunite positive. Les coordonnees a;, j, z etant censees 
des fonctions d'une variable independante /, on pourra regarder oo, 
y^ z comme etant les valeurs de ces fonctions qui repondent ^ la va- 
leur / -i- I de la variable independante. Cela pose, si Ton fait 

ds^ ^ rdr 

X ^tant une fonction indeterminee, relimination de x, y, z entre les 
deux groupes precedents d'equations fournira immediatement 

-rj- = T^lx ^ m (xi cose ^ Xi sine)], 

(3) / ^ =zl[jr—m(xx sine 4-/, cose)], 

57 =X(z -mz,]. 

En adoptant les coordonnees semi-polaires 

^ = pcosot>, jr = psina), a = z, 
ces equations pourront etre remplacees par les suivantes : 

(4) ^=X(p — mp.cosO), 57 =^ (-~"^sin9j, j^ = X(z - mz,), 

oil, pour abreger, 

9 = Wi — w -f- e. 
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L'elimination des derivees, au moyeu de (4)» transforme (2) dans 

(5) zzi — mz\ -4-ppi cos9 — mp] = o. 

En Taisant la somme des carres de (i) et ayant egard a (2), on obtient 

(4') ^=X(r'-mVj), 

equation qui pent etre regardee comme une consequence des quatre 
equations (4)f (5), lesquelles suffisent pour la complete determination 
des quatre fonctions inconnues p, co, 2, X. En designant toujours par 
des indices les valeurs de ces fonctions, qui repondent aux valeurs r + 1 , 
^ + 2,... de la variable independante, la differentiation de I'^quation (5) 
et Telimination ulterieure des derivees, au moyen de (4)f fournissent 
une equation dans laquelle Tensemble des termes qui muUiplient >. se 
reduit precisement au premier membre de (5) et qui, apres la suppres- 
sion de ces termes et la division par X|, revient a 

Izzt — 7.mz\ -h ^m}ZxZi — 2mpJ — mzzi 

pp, cos^-f- 2/n*p,p, COS0, — mppj cos(0-i- 0,) = o. 



Des equations (5) et (6) on deduit 

(7)cos0 = — ! > cos0, = — > cos(0-4-0,) = ! -y 

ppl pi Pi pp^ 

ce qui, substitue dans Tidentite 

COS»0 -h COS*0, -f- COS*(0 -h 61 ) — 2 cos COS0, C0S( 4- 0.) — I =: O, 

fournit, aprfes avoir remplace p^ par r^— z'^ et opere des reductions, une 
equation que Ton pent ecrire sous la forme 

(u^z — imihZx -f- UxZ^Y 

en posant 
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II faut rapprocher de celte equation Tequation (4^ ou 

(9) i ^ = X(m — m^«,), 

et, en y joignant la troisifeme (4)» on a trois equations propres a deter- 
miner u, z, X. On pent en deduire une equation aux differences melees 
ne renfermant qu*une fonction inconnue; mais Tequation, homogene 
et non lineaire, a laquelle on serait conduit, m*a paru devoir rentrer 
dans une classe si peu integrable, par des moyens jusqu'ici quelconques, 
que je me suis borne a poursuivre le caicul dans un cas particulier qu'il 
faudrait d'ailleurs examiner avant d'aborder le cas g6n6ral. Ce cas par- 
ticulier correspond a Thypothese 

(10) KUi — u]=o. 

L'equation (8) exige alors que Ton ait 

(11) W22 — 2/WM2Z, -h i^i-3a = o; 

car si Ton supposait nul le facteur £^| — m^i^a, et par consequent aussi 

w — m' M| , T- serait nul : r serait done constant, c'est-i-dire que la courbe 

cherchee serait sphirique, circonstance qu'on pent ici exclure. Bien 
que Ton ait actuellement une equation de plus qu'il n'y a de fonctions 
a determiner, le cas particulier dontil s'agit en ce moment admet une 
solution qui presente une certaine generalite relative. En faisant, pour 
un instant, 

l'equation (10) revient a 

c'est-k-dire que v est une Fonction arbitraire p^riodique que je desi- 
gnerai par a^. On a done, par {'integration immediate de I'avant-der- 
niere Equation, 

(12) r»=:A*(a*)', 

A' ^tant une fonction arbitraire periodique. L'equation (10) devient, 
par suite, 

Zi — 2ma*Zt -f- a*z = o. 

AnnaUt de Vtcole Aonnale, 2* S^rie. Tome HI. 4^ 
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Cette equation, iulegree par la meihode ordiDairc des exponentielles, 
fournit 

(i3) z=:B6'-f-Cc', 

en posant 

( i4 ) fr = ma^ -f- a ^m^a* — i , c = md} — a ^nOa^ ~ i , 

et en designaQl par 6 et C deux fonctions arbitraires periodiques. Main- 
tenant il faudra satisfaire a la condition 

dz rdr 

, 4-x ^ dt dt 

(l5) /= = — ;-r1 

resultant de ( 9 ) et de la troisieme ( 4 ) • E^n substituant au dernier membre 
la valeur (12) de r^, on aura 

A' , a! 

— -f- logrt-h t — 

(16) X=-^ --^, 

les accents indiquant les derivees. On a ensuite, d'apr^s (i3) et (i4)) 

z — mj5, = B(i — m6)6'-h G(i '-'mc)c^9 

I — mb = Jm^a^ — 1 9 \ — mc= - JnVa^ — 1 5 

a a 

et, en substituant dans le deuxieme membre de (i5), il vient 

. (B'-4-Blog6)6'-+-(C'-f-Clogc)c'H-(B6'~'6'-f-Cc'~»c')/ 

( — Bfcft' -h Ccc') - slm^a}— 1 

a 

Cette expression de X devant coincider avec la precedente, il faut d'abord 
que Ton ait 

a(Bfc'-'fc'-f-Cc'-'c') a 
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qui fail suilc aux equations (4). Or, si Ton differentie cetle relation et 
que Ton substitue cnsuile la precedente valeur de o), on a 

J- = -n -J- = m-^ s\nO — m —^ sin &,, 

a/ a/ ai p p, 

ou bien 

— - — = m — ^ sin 9, sin& — m-^s\n*Q; 

dt p, p 

en mettant pour cosfl sa valeur (7), efTectuant, au premier membre, 
les differentiations, ct ayant egard a (4')» ainsi qu*a la premiere et a la 
troisieme (4), cette equation devient identique. Ainsi la solution est re- 
presentee par Tensembledes equations (12), (i3), (i4)f (i7)f (i8)et(i9); 
elle renferme fmalement, comme on voit, deux fonctions arbitraires 
periodiques. 
On pent toujours supposer a unc fonction reelle. Tant que a^ est su- 

pericur a — ;» 6 et c sont reels, et il en est de meme de B et C. Lorsque a' 

est inferieur a —79 6 et c sont imaginaires conjugues, et par suite aussi 
B et C, de sorte que z est toujours reel. Si Ton fait 

a= > 

m 2 



on aura 



6 = — (i-4-e»?), c= — (i-f-e-*?) 
am 2 m 



et Ton pourra donoer a 9 des valeurs reelles quelcooques ou des valeurs 

imaginaires de la forme o\— \ . Ces deux systemes de valeurs corres- 
pondent aux deux cas qui viennent d'etre signales a rinstant. 

L*un des exemples les plu^ simples s*obtieot naturellement en sup- 
posaot a, A« B, C des constantes arbitraires. Alors Tuoe ou Tautre des 
equations ^17, etablit entre a et m la relation tinie et transcendante 



loga — \ m-<i* — I logi = o, 

b ayant toujours la valeur 14^ Je ne m^arrelerai pas a la discussion 
de cette courbe particuliere. 

Entin on pourrait deduire de Fanalyse precedente ce qui est relatif 
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aux courbes planes, en considerant ici la premiere podaire. Mais si Ton 
voulait trailer la question par cette methode, le plan simple serait de 
remonter aux equations (4) et (5), et d'y faire tout de suite z egal a 
z^ro. Le reste du calcul s'acheverait sans peine, et il ne diiTererait pas 
essentiellement de celui qui a ete ci-dessus developpe specialement 
pour le cas dont il s*agit. 

§ V. — Des courbes semblables aux lieux correspondants des centres 

des sphires osculatrices. 

1. Si Ton designe par a, ^, y; §, >?, ^; X, jx, v les angles qui deter- 
minent, par rapport a trois axes rectangulaires fixes, les directions res- 
pectives de la tangente, du rayon de courbure et de Taxe du plan os- 
culateur, au point {cc,y, z) d'une courbe quelconque, on a les quatre 
groupes ordinaires de formules 

jrf^ = cosads, rfcosa = cos^do-, 

|rfcosX = cos5rfT, rfcosg= — cosarfo-— cosXrfr, 

oil dSf da, dx representent la diflerentielle de Tare, Tangle de contin- 
gence et Tangle de torsion. En posant 

{dcOSlY 4- (rfcOSyj)^ -h (rfcOS?)' = rf(7' H- dr^ = d\j\ 

on tire de ces relations 

rfrfcos5= — cos^rfu'— cosarfrfo- — cosXdrfr, 

et, par suite, 

(rfrfC0S$)»-H (rfrfcOSyj)' -f- (rfrfC0S$)' = rfl'' -+- (rfrf(T)» 4- (rfrfT/= {rfrfp)% 

d\j et ddp etant introduits auxiliairement. Si Ton considere comme 
connues ces deux quantites et qu'on pose 

(2) rfo- = rfusin(p, rfT = rfucos9, 

on aura, pour determiner f , Tequation 



(3) ^? = J" ^{ddpY— {ddvy — dv* = dv i/ ^^ —i=dv langi, 
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R designant le rayon de courbure de la courbe spherique qui aurait 
pour coordonnees rectangulaires cos|, cosy?, cos^, et i etant Tincli- 
naison de ce rayon sur le plan de la tangente spherique correspondante. 
Lorsque ces trois cosinus sont connus, on pent determiner oc, ]3, 7; X, 
JUL, V au moyen des rormules 

(4) "^^^^^Th^^^TT' '^^^^^'dk' 

, ^ . jdz . d cos c w rfj>' 

(5; — COS/, d-j- =:d — ; — - -+- cos>-i— > 

^ dfj dn dfj 

que Ton deduit des expressions ci-dessus de rfcos| et rfrfcosS, en ex- 

cluanl le cas oil -?- est constant, e'est-a-dire le casdes helices, qui doit 

etro et sera examine a part dans ce qui suit. 

Enfin je rappellerai qu'en designant par a?o> Jo* -0 'es coordonnees 
du centre de la sphere osculalrice relative au point (a?, j, 2), par Ao» 
diQ, dzo la difierentielle de Tare, Tangle de conlingence el Tangle de 
torsion de Tarete de rehroussement (a?o, jKo» ^0) de la surface polaire, on 
a les relations 

(6) x» = x -\- Hcos^ — -T- cosX, 

( 7 ) dxo = zf. ds^ cosX, 

(8 ) rfr = </(7., dr. = dv, 

(9) ds.^±(^Rdz^d^y 

dans lesquelles ds^ doit avoir le meme signe que ds. ( Foi> Texcellent 
Coun de Calcul differentiel et intdgral de M. J. -A. Serret, t. 1, p. 43o 
et suiv.) 

2. Gela pose, si Ton s'impose la condition que la courbe [Xf^y^z^) 
soit semblable a la courbe [ocyz)^ en nommant x^, y,, z^ les coordon- 
nees du point de cette derniere courbe, qui est Thomologue du point 
(^ojo ^o)» ^^ pourra toujours, d*apres une remarque precedemment 
faite, supposer aux axes une position telle, que Ton ait 

(10) mxt = Xx cose -f- ji sine, my\ r= — Xx sine -f-^r. cose, mz. = z,. 
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lesdeux premieres (i3j devienneDt 

. y . ^cos(&), — e) , y . ^sin(&), — e) 

:4:sinS = sin?, ^ > insln? = sinSi — ^ -^ 

d'oii Ton lire 

tang(ci), — e) = tangct), 

et, par suile, 

w, — w = /i't: -He, w = (a'tt -+- e) / -h bj, 

/i' etant un noinbre entier quelconque et ts une fonction periodique 
arbitraire. On satisfera a la condition relative a rambiguite des signes 
en prenant toujours n' pair, et supposant n impair ou pair suivant que, 
dans les premiers membres de (i3), on doit adopter les signes supe- 
rieurs ou les signes inferieurs. On aura ainsi, sous ces conditions, 

I cos 5= sin(/i7r/ -H ^^)cos(/i'7r -f- tt -hcj), 
(*^) J cosy} = sin (/ITT/ 4- ij;) sin(/i'7r-f- e/ -f-cj), 

( cos? = cos (/ITT/ 4- ^). 

« 
En absorbant n!n dans £, suppose different de z^ro, on peut encore 

adopter les formules equivalentes 



(i5') cos$=:v/i — c*cos(e/-hcj), cosrj = ^i — c*sin(e/-4-isj), cosC = c, 

c etant une fonction arbitraire periodique, paire dans le cas des signes 

inferieurs, impaire dans le cas des signes superieurs, et ^i — c' de- 
van t, dans ce dernier cas, etre assimil^ a une fonction periodique 
iiftpaire. 

Maintenant, les expressions (i5) ou (i5') ^tant introduites dans (3), 
on en conclura (f par une quadrature et, par suite, d(x et dx au moyen 
de (2). Mais il y a une condition particuliere a remplir, k savoir la 
condition (12), laquelle revient a 

c/uiSin9, = rfucostp, ou sin 9. = ± cos 9, 

et, par consequent, on a 

(16) (p.q:(p = (2;?-f-i)J» 

p etant un nombre entier quelconque, pair quand on prend dans (i4} 
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le signe superieur et impair dans le cas contraire. La quadrature (3)» 



savoir 



<p= I (/i^tangi, 



fournira une expression de la forme 

A et^ etant des constantes, et/(/) une fonction p^riodique, g^nerale- 
ment paire. En la supposant paire, il faudra prendre dans (i6) le signe 
superieur, et Ton aura 

ce qui servira a determiner e generalement, en supposant connues 
toutes les autres quantites. Si/(^) pouvait etre impaire, il faudrait 
prendre dans (16) ie signe inferieur, et Ton aurait 

2A = (20 H- l)~i 

k devant etre nul dans le cas present. 
Les angles a, |3, 7 se tireront ensuite des formules (4)» en supposant 

toujours variable le rapport ^ = tang9. Puis, en observant que 

A, = — cfoi = — R, d^t = — Ri rfr, 
mm m 

Tequation (9) pourra s'^crire 

.rfR 

IT 
(17) ip — Ri-K R -4- —J — =0. 

' m ar 

Quand on aura tire R de cette Equation, on obtiendra finalement x^ 
y^ z par les quadratures 

{18) ar= / Rcosarfo", 7== / Rcosprfo", 2=iRcosyrfo-. 

3. La difficulte de la question est reduite actuellement k Tintegra- 
tion de V^quation (17). li s^ofTre imm^diatement un cas particulier oil 

AntuiUt de I'teoU Normale. a* S^rie. Tome UI. 44 
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la diiHcuIte disparait : c*est le cas oil Ton suppose R constant. On sail 
que, R etant constant, Tarete de r^broussement de la surface polaire 
se confond avec le lieu des centres de courbure. Dans la question pr6- 
sente, il faudra prendre m= ± i; Tequation (17) sera identique, et, 
ayant adopte ies formules generales (i5), la solution s'achevera comme 
on vient de I'indiquer. 

Lorsque R est suppose variable, en mettant en Evidence la variable 
ind^pendante t^ I'equation (17) pourra s'ecrire 

oil, pour abr^geri on a pose 

2 __rfe 

e ^ dt'' 

Ri etant cense repondre actuellement a la valeur / + i de ^ II convient 
de remarquer, a ce propos, qu'en vertu des relations (2). (i4), (16), 
on a 

d'c\ dv^ , rfu* . , dv^ rfr* 

_ = -cos'9.- ^ sm'9= ^- - ^, 



et, par suite, 



■:7-f = -77.- » c'est-a-dire 6, = 6, 



en sorte que 9 est une fonction periodique dont Tamplitude de periode 
est 2. 
Cela etant, si Ton diiTerentie deux foisde suite I'equation (170* on en 

deduira ~> -^ au moyen de R et de ses derivees jusqu'au quatrieme 

ordre. En changeant ensuite, dans la meme equation, / en ^ + 1 , on aura 

une nouvelle Equation d'oii Ton pourra eliminer R,, -^p -^ au moyen 

de (17') elle-meme, et des expressions de ~> -^-^qu'on en a tout 2i 

Theure deduites. L'equation a laquelle on arrivera ainsi sera k coef- 
ficients periodiques, en prenant 2 pour amplitude de periode, et ren- 
trera consequemment dans la classe de celies dont il a ^te question 
au § II. 
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4. Je vais examiner, avec quelques details, le cas, jusqu'ici exclu, oil 

le rapport ^ = tang(p est suppose constant. La formule (3) raontre que R 

estconstamment egal k Tunite, dv^ par sa nature, ne pouvant etre tou- 
jours nul.Lacourbe spherique (cos?, cosvj, cos?) est done pr6sentement 
un grand cercle, et il existe, en consequence, une relation lineaire entre 
ces trois cosinus : ce qui resulte aussi, d'ailleurs, de la consideration 
des equations (4)» qui s'integrent imm^diatement dans le cas present* 
Ainsi Ton a 

gCOS\ -f- g'COSfi -f- g" cosS — o, 

gf ^, ^' etant des constantes. En substituant, dans cette relation, les 
formules (i3), changeant dans le resultat trouve / en t— i, et sous- 
trayant ensuite Tequation precedente, on aura 

( gr'cos- -f-gfsin- j cosg = (gcos g'sin- j cosyj, 



en mettant de cote Thypothfese de sin- egal a zero. Cette equation, jointe 

a la precedente et k Tequation ordinaire entre les trois cosinus, fournit 
pour cos?, COSY}, cos? des valeurs constantes (circonstance qu'on pent 
exclure), a moins que ^ et ^ ne soient nuls en meme temps. II faut done 
que cos?soit nul, et les equations (i5) peuvent etre reduites aux sui- 
vantes : 

cos^zz:: — cos(7r -f- 6 / -f- Gj), cosyj = — sin(7r 4-6/ -f-cj), cos$ = o, 

oil Ton a adopte les signes actuels, ^ cause que, dans (i 3), il faut prendre 
les signes superieurs par ia raison indiquee un pen plus loin. On a, par 
suite, 

rfu = rf(7r -+-e/-f-Gj), y = 7r-4-e/-+-Bj, 

et, conformement a (i4)» 

La relation (i6) exige en meme temps que 9 soit egal a (2/7 + i) jj ou 
simplement a 7* Comme ici 

cos^= — cosu, COSYJ = — sinu, 

44. 
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si Ton se reporte au calcul de TOuvrage cit6 (p. 448 et suiv.) on aura 

cosa = — f ^siny, cos(3= | v'^cosu, cosy = { ^3; 
COsX = — "} v^2siny, cos/x = 7 v/acosy, COSv = — -5 v^a; 

cosy et cosv ^tant constants et de signes contraires, la derni^re (11) 
montre que, dans les groupes (12) et (i3) et, par suite, dans (17), il 
faut adopter les signes superieurs. Enfin, d*apr^s (2), 

de sorte que 

rfar= — jRsinurfu, rf^=iRcosurfu, dz= ^Kdv, 

et il faut determiner R au moyen de Tequation 

R, -h R -+- 2 -7-- = o, 

m au* 

ou, R etant cense une fonction de la variable independante actuelley, 
Ri est la valeur de cette fonction qui repond a la valeur suivante V| : 

de cette meme variable independante. En appliquant a Tequation pre- 
cedente la methode ordinaire des exponentielles, on aura 

les Ap etant des eonstantes arbitraires, et le 2 s*etendant aux racines 
en nombre infini de Tequation 

(p) ef^ — m(n- 2f>*jz= o. 

De ces diverses expressions on conclut 

jt = - \ — ^ e^'H cosu — p sin u), 

2^ i-T-p* 

V = - > — ^ c**(sinu -hpcosu), 
-^ 2^ i-+-p« ^ ^ 

2^ p 
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les seconds membres ^tant augment^s, si Ton veut, de constantes ar- 

bitraires. 

On pent faire generalement une verification, en calculant Xof y^f ^ot 

au moyen de (6) d'une part, et en deduisant, d'autre part» ces memes 

quantites des formules (lo). Les formules (6) deviennent» dans le cas 

present, 

^ rfR . ^ ,dR rfR 

x# — a: — RcosvH- ^sinu, /•=7' — Rsinv— ^— cosu, «,=:«4- — , 

et, en y introduisant les expressions precedentes, on obtient 

— X, == - > -j-^ Ape^.''(cosu -- p sinu), 

— n — - > ,- Ape?^(sinu -f- p cosuh 

•^ 2 iiJ I -f- p' ' ^ * 

D'un autre cote, les memes expressions de x^ y^ z donnent, par 
exemple, 

or, cose ^j, sine = \ e^ — i^ e^''(cosu — psinu), 

et, en eliminaut e^^ au moyen de Tequation (p), le second membre se 

reduit a 

I ^ir^ I -f- i 0* 

— m-> ^ Ape^(cosu— psinu), 

c'est4-dire ^ /nj?o» ^^ qui estconforme aux conditions (lo). 

Dans le cas tr^s-particulier ou R est suppose constant, T^quation aux 
differences melees qui doit determiner R exige, comme on Ta'deja dit, 
que m soit 6gal k Tunite. L'equation {p) admet alors une racine nulle, 
et Ton retrouve une helice ordinaire en faisant p uuUe dans les expres- 
sions ci-dessus de x et de y; quant k z, comme on pent ajouter une 
constante arbitraire au second membre, on pourra poser, en passant a 
la limite, 

— ^ -h const. = o. 
P 
On obtiendra ainsi 

jp = |Rcosu, j^ = 7Rsinu, z = |Rv, 
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On peut remarquer generalement que, dans les equations qui four- 
nissent la solution pour le cas des helices, la quantite A = € + 7r reste 
arbitraire, mais toujours differenie de zero. Cependant, en la supposant 
infiniment petite, on obtient 



=±v/' 



— m 



et ces deux racines fournissent une helice qui r^pond encore aux con- 
ditions geometriques de la question. 

Le cas le plus simple, apr^s celui de Th^lice ordinaire signale il y a 
un instant, est celui oil Ton prend, dans Texpression ci-dessus de R, 
une seule exponentielle. En se donnant k volonte une valeur reelle 
de p9 on peut tircr m ou A dc Tequation {p). Si Ton designe par a et c 
deux constantes reelles quelconques, et qu'on pose 

p flange, 
on aura 

x = a cose cos (u -h c) e'''*"«S 7 = a cos c sin (u 4- c) e*^*"f S z = a cotce^'^^S 

d'oii 

lange = — =: iang(u -f-.c), r= ^^~^yi rr acosce"'^*^. 

et, par consequent, 

6 = u 4- c, r= a cos ce^^-'J *■■«'; 

la base du cylindre est done une spirale logarithmique, et Ton obtient 
la courbe (^Coijot ^0) en faisant tourner Thilice actuelle {ooyz) de deux 
angles droits autour de Taxe des z, puis la dilatant suivant les z et les 
rayons vecteurs r dans le rapport de i 4- a tangle a Tunit^. 

Je ferai remarquer, a propos de cet exemple, que si Ton prenait, un 
peu plus generalement, Thelice 

x = acos9e**, 7 = asin9e**, z = be^, 

oil a, 6, k sont trois constantes quelconques, de sorte que la base du 
cylindre est toujours une spirale logarithmique, raais la courbe coupe 
actuellement les generatrices sous un angle quelconque (et non plus de 
45 degres), on trouverait, pour I'arete de rebroussement de la surface 
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polaire» une courbe de mime nature, mais non plus semblable g^n^ra- 
lement k la proposee. 

On aurait encore un cas, relativement simple, en se donnant arbi- 
trairement deux valeurs de p et determinant m et h au moyen des deux 
Equations obtenues en substituant dans Tequation (p) les deux valeurs 
dont il s'agit. 

II resterait k separer, dans le cas general des helices, les racines de 
Tequation (p), ce qu*on pourrait faire par les methodes de Cauchy ou 
autrement; mais j'ai cru pouvoir me dispenser de ce calcul. 

Je me dispense egalement d'examiner particulierement Thypothese, 
exclueen passant, ou Ton admet que s est egal k zero. 

Enfin je ferai remarquer, en terminant ce paragraphs qu'on pour- 
rait imaginer d'autres questions, non depourvues d'interet, en faisant 
intervenir, au lieu de I'arete de rebroussement de la surface polaire, 
les d^veloppees gauches ou le lieu des centres de courbure ; mais il 
m'a paru, d'apres un apergu rapide, que les difBcultes d'integralion 
devenaient beaucoup plus grandes. 

§ VI. — GiniraUsation d'un problime d'Euler. 

1. Le problime d'Euler dont il s'agit ici pent etre ^nonce, si Ton 
veut, de la manifere suivante : c Trouver la courbe dans laquelle le 
carr6 de la normale en un point quelconque surpasse d'une quantity 
constante donnee Tordonnee elevee par le pied de cette normale et ter- 
minee k la mcme courbe. > La question correspondante, pour le cas des 
trois dimensions, doit avoir pour objet naturellement de c determiner 
la surface telle, que le carre de la normale, terminee au plan horizon- 
tal des 07/, surpasse d'une quantite constante donnee Tordonn^e ver- 
ticale de la meme surface menee par le pied de cette normale. > 

En designant par/(a;, j) Tordonnee verticale de la surface, relative 
au point quelconque (^i 7»/)» par o^i, j^i les coordonnees du point ou 
cette normale rencontre le plan des xy^ on voit tout de suite que les 
Equations du probleme actuel sont 

^df ^df 



('-^S-^P/' = *-^[/(-"^')]' 
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k etant une constante donnee; mais, en yue d*une certaine extension 
analytique, je prendrai le cas de la Geom^trie a /i -+- 1 dimensions, et 
je considererai, en consequence, le systeme d'equations 

^df x^df ^df 

oil la fonction inconnue / depend des n variables independantes x^ 
y^ • • • 9 <2. 

Conformement a ce qui a et^ dit au n^ 4 du § I, on pent regarder x^ 
^, . . . , z comme des fonciions indeterminees de n nouvelles variables 
independantes /, 5,..., t eta?i,^,,..., ^1 comme les valeurs que pren- 
nent ces fonctions quand les nouvelles variables independantes s'ac- 
croissent simultanement de Tunite. La caracteristique A ^tant censee 
repondre k Taccroissement total d'une fonction, si Ton pose 

f' = u, 

le precedent systeme d'equations pourra etreremplace par le suivant : 

I. du . du . du 

dx "^ dy dz 

Am -f- A- = ( Aar )' 4- {tkxY 4- ...-+-( Az )». 

2. La relation identique 

du du dx du dy du dz 

'di'"dx'dt'^d^ti'^'"'^didi 

revient, en vertu de la premiere ligne (i), a 

du . dx . dr . dz 

et Ton aurait pareillement 

du . dx . dv dz 
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La comparaisoD des deux expressions de jjjq^ deduites de (i) 
et ( 2' ) , fournit 

dx d/^x dx dtkx dy dJ\r dy d^y 



[ 



,dt de de dt dt de de dt " 

dz d^z dz d^z 

■^ rfF ~de ~ de dT ~ °' 

m 

et les ^ ^'"'^ Equations comprises dans ce type expriment certaines 

. conditions d'integrabilite qui seront utiles tout k Theure pour un cas 
pai'ticulier, mais dont la consideration peut aussi etre evitee, comme 
on le verra plus loin. 
La differentiation de la derni^re equation (i) donne 



du ^ rfAx . rfAr . d^z 



mais, en diff^rentiant par A Tequation (2), on a 



du . dAx dx . . d^x 

di=^^''-dr-^^-di^^-^''-dr 



en sous-entendant les termes analogues en j,..., z. Si Ton observe que 

dxi dx dAx 

x.^x-^^x, rfr=rf7'^"rfr' 

la comparaison des deux pr^cedentes expressions de A ^ fournit la 

premiere du groupe suivant, les autres Equations de ce groupe prove- 
nant d'un calcul analogue, 

dxi . . dfs . . dzt . . 

at at at 

dxx . . dfi . . dzx , , 

(4) {w^^^-^w^^•^+••-*-rf9^^^=•'' 



dxx . . dy . . ^^1 A A 

-v- A Aa: -4- --y- A Ar -4- . . . -4- -3- A A3 = o. 
dz dx '^ dx 

Annates de VEcole ^ormale, 2" Serie. Tome III. 4^ 
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Comme le determinant fonctionnel 



dxi 
dt 


dr. . 
dt 


dzi 

■ dt 


dx, 
dB 


dy, 
dB 


dzx 
• dB 


• • • 

dx. 


• • • • 

dy, 


I • • • • 

dZi 

• rft 



ne pent etre identiquement nuU sans quoi les variables o^i, y,, . . . , z« 
eiy par suite, aussi x^ y^...^ zne scraient pas independantes, les equa- 
tions (4), en y regardant A Ao?, AAj» . . . , AAz comme des inconnues» 
exigent qu'on ait 



(5) 



AAa? = o, AA/ = o,..., AA2 = o. 



3. Avant de continuer la solution dans sa g^neralit^, j'examinerai 
un cas particulier, qui se presentc assez naturellement» etqui repond 
a la supposition speciale, savoirque x ne depend que de t^y que de 



n (/I — I ) 



Of...^ z que de t. Cette supposition rend identiques les 
tions (3). De plus, les equations (5) fournissent toutde suile 



- ^qua- 



(6) 



x = at-ha'y jr=z b9 -\- b'y,,.^ z = ct-+-c', 



a et a' etant des fonctions arbitraires et periodiques de /, dont elles de- 
pendent uniquement; b et b^ des fonctions arbitraires et periodiques 
de Of dont elles dependent uniquement, etc. En observant que, dans le 
cas present, on a 



(7) 



du 
dt " 


du dx 
" dx dt 


{ du 


du dr 


j dQ' 


dx dB 



A dx 

^^di 



=:2a 



lb 



dat 
dt 

dbe 



da 
'di 



'Y 



(dbB db'\ 
\dB '^ dB) 



on eo conclut que u est de la forme 



<p(O + 'l'(0)+... +x(t). 
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6t que, par suite» 

Aw = A9 -H Avp -+-... 4- Ax- 

La derni^re Equation ( i ) devient done 

A<p -♦- Avp 4- . . . -4- Ax -+- /f = a' 4- fi' -f- . . . -+- c' ; 

et, par consequent, en designant par a, ^,...,'7 des constantes arbi- 
traires, assujetties toutefois a la condition 

a-h(34-...-f-y = A', 

la comparaison des termes de meme nature, dans les deux membres de 
la precedente equation, exige que 

A9 = a'--a, A^|^ =6' — (3,. . ., Ax=c'— y. 

Chacunedeces equations s'intbgre tout de suite, isolement; et, si 
Ton designe par d\ h'\...^ c" des fonctions arbitraires et periodiques 
de /, d,..., 'T, respectivement, on a finalement 

(8) ii = (a»— a)/4-a''-f-(6^— (3)9 4-6''-i-...-l-(r* — y)T4-c". 

La substitution de celte expression dans les equations (7) fournit, 
entre les fonctions arbitraires, les relations suivantes : 

da! da!' 

a' -h 2 a -y- -J- -f- a = o, 

at at 

. , dV dh" ^ 

(9) { de de ^ * 



dc' dc" 
e2 4.2c +y = oj 



rfr dx 

d*oii Ton pent deduire, si Ton veut, sous forme fmie, les fonctions a, 
6,..., c, en prenant arbitrairement les in fonctions periodiques d'une 
seule variable respectivement : a', a"; h\ 6",... ; c', d\ 

On pent remarquer que Telimination des parametres /, d,...,T entre 
les equations (6) et (8) ne donne pas pour u une fonction de la seule 
quantite (a?'-i-j^ H-...-4- 2^) et qu'ainsi, dans le cas des trois dimen- 
siotis, la surface ne resulte pas de la rotation autour de Taxe des/ de 

45. 
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Tune des courbes planes repondant au probl^me d'EuIer. Si u etait ef- 
fectivement une fonction de (a?* -h j^ -f- . . . -f- z* ) seulement, a?, j, . . . , z 

devraient etre proportionnels a ^> ^'•••' w"' ^"» d'apres (i), a Aa;, 
Ay,..., Az : on devrait done avoir, en ayant egard a (6), 

a b c 

resultat inadmissible, ear. Aslant une constanle, il en resulterait 

a o c ' 

a' b' c' 

et les fonctions — 5 r»"*» "* ^® seraient pas p6riodiques, 

Lorsqu'il n'y a qu^une seule variable independanteo?, la solution ci- 
dessus se confond avec celle de Poisson, laquelle n'est ni moins com- 
plete ni moins uniforme que celle de M. Ellis, rapportee par 
M. Boole (*). Si, en effet, au lieu de tirer a de la premiere equa- 
tion (9), la seule qui subsisle actuellement, on tire a'' de cette nieme 
equation, la solution est representee par les formules 

X = al-h a', 

qui ne different que par la notation de celles de M. Ellis. De plus, il 
n'est pas tenucompte, dans la solution rapportee parM. Bool^, de la re- 
marque que fail Poisson a la page 146 (3®) de son Memoire. Conforme- 
mentk cette remarque, il faudrait examiner si laquantile que M. Boole 
designe par Ut^^ ou x(^) ^^ P^^^ P^^ ^^^^ constante. Cette bypotbese 
donnerait le cercle comme dans la solution de Poisson. Cette courbe 



( ' ) Dans i'exceiient Ouvrage sur les diffi^rences finies de ce dernier auteur, on trouve, k 
la page 238, le passage suivant : « The following once famous problem ingaged in succession 
the attention of Euler, Blot and Poisson. But the subjoined solution, which alone is ca- 
racterised by unity and completeness, is due to the late M. Ellis ». {Cambridge /ournai, 
vol. Ill, p. i3i). 
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particulifere est d'ailleurs fournie k M. Ellis par un certain facteur qui 
se trouve, d^s le debut» 6gale k zero. Mais k ce point de vue, bien par- 
ticulier il est vrai, la solution de M. EIIis» telle qu'elle est rapportee 
par M. Boole, serait moins complMe que celle de Poisson. 

4. J'ai suppose jusqu'ici que la caracteristique A correspondait a 
raccroissement simultane un de toutes les variables independantes. 
Mais, d'apr^s ce qui a et^ dit au § I, on pent supposer, sans nuire a la 
g^n^ralit^ de la question, que cette caracteristique correspond k Tac- 
croissement un de Tunique variable /, les ^utres variables d,..., t ne 
changeant pas. En se plagantl desormais k ce point de vue, les Equa- 
tions (5) auront pour integrales 

(lo) j: = a/-Ha', j^= 6/ -4- 6',. . ., zz=ct+&; 

a, a\ b, 6',...,c, d etant des fonctions tout k fait arbitraires de /, 
5,..., T, mais periodiques relativement k la premiere de ces variables. 
Par la substitution dans les Equations (3), on oblient les deux groupes 

da da da' da da' 

''dS'^de'dl'in'de'^" — ''* 



da da da' da da' 

^d^'^di irt'~dt'd^'^ — ""' 

da da' da da' 



oil il faudrait Ecrire les termes analogues en 6, 6',...; c, c\ Le pre- 
mier groupe est form6 de(/i — i) equations oil figurent les diriveespar- 

tielles relatives k /, et le second groupe contient les (^""')(^ — ^) 

Equations oil ne figurent pas de derivEes relatives k cette meme va- 
riable. 

Ici s'offre encore naturellement une mani^re toute particuliere de 
satisfaire k ces conditions d'intdgrabiUti : elle consiste k supposer que 
a! est une fonction arbitraire dea; b' une fonction arbitraire de 6;.... 
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Bien que ce cas puisse etre cense compris dans la solution generale, 
donnee un peu plus loin, il m'a pani convenable de le trailer directe- 
menty k cause de sa simplicile relative. D'apres Thypothese multiple 
qui vient d*etre faite, les equations du second groupe deviennent iden* 
tiques; et quant a celles du premier, elles se reduisent a 

da . db dc 



da , db dc 



de sorte que, en posant 

a* -f- fr* -t- . . -f- c* = A% 

h} ne pent Stre qu'une fonction periodique de £» independante de 
$,..., T. Pour simplifier je supposerai h tout a fait constant, c*est-a- 
dire independant aussi de /. La derniere equation (i) devient d*ail- 
leurs, dans la meme hypothese, ^ 

d'ou 

V etant une fonction arbitraire de 6,..., t, contenanti sous forme perio- 
dique. On aura ensuite, d*apres (2) et [ti'), 

rft' . ., . dc^ ,db' dc' 

dv dd .dV dc 

do- ^^^"^^*rf5"^- •-^^^:^' 



et, par consequent. 



v= {k -T- *») / -r^ a jarfa'-r ti ibdb' -^ . . . -t- a Cede'. 
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Gomme v doit Stre periodique par rapport a /, il faut prendre n^cessai- 
rement A* = — *. 

5. Je reviens au cas g^n^ral. En posant, pour abreger, 
et, substituant les valeurs (lo) dans (a) et (2')^ on obtient 



(fu , rdr 



du rdr 

T6= ''W^" 



I di^ .db' dc'\ 



On a aussi 



Am = r' — A* ; 



d*ou 

(11) M=:(r»—/f )/-+-(', 

V etant une fonction arbitraire de toules les variables ind^pendantes, 
mais periodique relativement a /. De Ik resulte, en ayant egard aux 

2 # 1 . . 1 du du 

precedentes expressions ^^ ^7' ^» • • » 
Soit pris arbilrairement 

(l3) (;=:F(/,0,...,t), 

F etant une fonction donnee quelconque de /, 0,..., t, contenant tou- 
lefois sous forme periodique seulement la premiere de ces variables. 
Soient, en memo temps, 

Irt'zrrvp (/, 0,.. .,t), 
^•' — x('» 9»" •»'^)» 
(]/,... 9 X ^'^^^^ ^^^ fonctions arbitraires independantes, de la meme 
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nature que F. On tirera de ces dernieres Equations 

/ =Gj(a', &',. . .,c'), 

i 1 

T r=ek)(a', 6',. . .,c'), 

et» en substituant ces valeurs dans F, cette dernibre quantite deviendra 
une fonction de a', b\..., c' que je designerai par w. L'equation (la) 
donnera done 

(i6) rf(v=(r'-f- /r)rfGj-t- 2(ada'-f- 6rf6'-f-.. .-+- cd&), 

d'oiiy k cause de I'independance des variables a\ b\..., c\ resulte 



dm . dw 

d^' 



(f''\'k)'^-^^a'-^^.=o. 



(.7) /('•'-^*)5F-^"*-5F=**' 






On tirera de ces equations les valeurs de a, 6, ...» c en a\ &',..., c'; 
apres quoi on pourra remettre pour a\ b\..., d les seconds membres 
des equations (i4)- 

II est presque superflu de faire observer que les expressions de a, 
6,..., c ainsi trouvees seront periodiques relativement a /, et que, de 
plus, la solution definitive n'exige, en r^alite, aucune integration. 

Les equations (17), ecrites comme il suit : 

(17 ) < do* ' db' 



dw , , 1 xdm 



etant elevees au carre et ensuite ajoutees, donnent 

(18) V{r\-h ky- 2Q(r»-f-/r)4-Rrr:o, 
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oil, pour abreger, 






1 



rfa" " rfi" ^ • • • ^ rfc" 

En resolvanl Tunique equation du second degre (i8), pour en tirer 
H4-A, on obliendra done immediatement, par (i7')f les expressions 
finies de a, 6, . . . , c. 

Maintenant il est clair que, dans rapplication, il n*est pas neces- 
saire, quand on a pose les Equations (i4)« ^'^^ deduire les equations 
inverses (i5).0n peut, en effet, par les formules ordinaires, pour le 
changenaent des variables indepcndantes, ne faire figurer directement 

dans les equations (17') et (18) que les derivees ^> 50'"*' 5~' ^* 



,..., T,.... ^, ^^'•••' ir'^i wiais il me parait assez inutile d'ef- 



d^ d^ dx rfx ^X 

de ~ ' " ~"' 

fectuer cette transformation generale, qui n'offre aucune espece de dif- 
ficulte theorique nouvelle. 

II faut remarquer que la solution precedente, qui peut etre regardee 
comme generale, laisse echapper certains cas particuliers. Elle sup- 
pose implicitement, en effet, que lesfonctionsa',6',...,c'sont indepen- 
dantes entre elles. Si Ton faisait une hypothese contraire, il faudrait 
revenir aladifferentielle (12). Comme des 2/1 fonclionsa, a'; b^b\...\ 
c, c', 71 — I doivent etre independantes, alin que, d'apres (10), a?, 
/,..., z le soient egalement, il faudrait partager ces fonctions en deux 
groupes, en specifiant quelles sont celles qu'on suppose independantes, 
el considerer toutes les autres comme des fonctions de celles-la, et de t 
si Ton veut. Alors on deduirait de (12) n relations que je ne develop- 
perai pas davantage, pour ne pas trop insister sur le probleme actuel. 
On trouve un exemple particulier de ce qui vient d'etre dit dans le cas 
special developpe au n^ 4, oil un nombre quelconque des quantites a!, 
b\...^ & peuventetre supposees constantes; mais les n equations dont 
je viens de parler exigent, suivant le choix des variables independantes 
adoptees, des developpements ulterieurs plus ou moins complexes. 

Annates de Vtcole Nonnale, 2^ Serie. Tome HI. 4^ 
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Au reste, on peut observer generalement que si, apr^s avoir pos6 
les equations (i3) et (i4)> on conserve pour variables independantes 
lesquanlites /, 6,..., t, I'^quation (12) fournira immediatement 

dii dy rfF 

at at at 

d^ dy dF 



' rfd; dy dF 

2a-r- + ...-|-2C-:r^ -- = 0. 

az ar dr 



On voit sur-Ie-champ qu'on pent deduire a, 6,..., c de ces Equa- 
tions moyennant la resolution d*une equation du second degre et d*au- 
tres du premier. La formation de cette equation est moins simple que 
lorsqu'on prenait a\ b\..., d pour les variables independantes ; mais 
on a ici I'avantage que les quantites que Ton a en vue de determiner 
se trouvent tout de suite exprimees au moyen des variables indepen- 
dantes les plus naturelles, /,&,..., t. 

Par exemple si, prenant le cas des surfaces, on pose 

i; = 0% a'=:9sin2 7r^ 6'=:9cos27r^ 
r^quation (12) fournira 

asin27r/ -4- 6cos27r/n: 0, 

r'-f- At 



— a cos27r / -4- 6 sin 2 71 ^ 



47re ' 



en faisant la somme des carres, on aura une equation d'ou Ton de- 
duira 

^:i±i = 27re±:s/(47.'--«)e'---A-, 

et Ton conclura ensuite a tih des deux equations precedentes. 
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MODIFICATIONS QU'EPROUVE LA LUMIERE 

PAR SUITE 

DO lODVUIilT DR Li SODRGE LDIMIDSE IT DO lODTHIilT DB L^OBSIETiTIIIR 

(dbuxiAmi partii); 

Par M. MASCART, 

PROFBSSBUR AU GOLL^OB DB FRANCB. 



IX. — Refraction dans un prisme. 

Dans un travail precedent ('), j'ai etudi^ par la theorie et par I'ex- 
p6rience les ph^nomenes de reflexion et ceux de diffraction, au point 
de vue de Tinfluence que peuvent exercer le deplacement de la source 
lumineuse et le mouvement de Tobservateur; il me reste maintenant ^ 
passer en revue les experiences dans lesquelles la lumiere traverse un 
milieu refringent. J'examinerai d'abord la refraction ordinaire. 

Influence du ddplacement de la source. — Le probl^me ne presente 
pas de difficultes si la source de lumi^re est seule mobile, le prisme 
refringent etant fixe avec Tobservateur. Dans ce cas, les ondes inci- 
denies sont moditiees par le ddplacement de la source (') etl'on pent 
ais^ment calculer lechangement qu'eprouve la refraction : j'iudiquerai 
quelques exemples du calcul, parce que j'aurai k en faire usage plus 
tard. 

Supposons qu'une source qui emettrait, k Tetat de repos, une lu- 
miere homogene de longueur d'onde X marche vers un prisme r^frin- 

(•) Jnnales scientifiques de VEcole Normale sup^rieure, a" sdrie, 1. 1, p. 157. 
(') Ijoc, cii,^ p. 172. 

4(>. 
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gent avec la vitesse de la Terre, la longueur d'onde des rayons qui par- 
viendront au prisme sera, en designant par aTaberration, 

Sly dans une autre experience, la source s'eloigne du prisme, la lon- 
gueur d'onde deviendra 

ce qui donne 



= 2a = 



Sooo 



Le changement de longueur d'onde dans les deux experiences est 
done de 5-^. Comme les longueurs d'onde des deux raies du groupeD 
appartenant au sodium diflerent d'environ toVo» '' ^^ resulte que, si la 
lumifere que Ton observe a une refrangibilite voisine de celle de la 
lumiere jaune de la sonde, on pourra, en faisant les deux experiences 
indiquees, constater un deplacement egal au ^ de la distance des deux 
raies D. 

II serait plus avantageux d'observer une autre region du spectre oil 
la refrangibilite varie plus vite avec la longueur d'onde. Ainsi les trois 
raies dugroupe b qui appartiennent au magnesium ont pour longueurs 
d*onde 

ft, =:0,5l83, 

6, = 0,5172, 
ftj 1=0,5167. 

La difference des longueurs d'onde des deux dernieres, qui sent les 

plus voisines, est d'environ toW^^ Tune d'elles> de sorte que dans 
cette region du spectre le deplacement dont nous parlous serait environ 
le J de la distance des deux raie& b^ et b^. On sail que dans les spectres 
de refraction ces raies se montrent beaucoup plus eeartees que celles 
du groupe D. On gagnerait encore a observer plus loin, vers la raie F 
ou dans le violet; je vais d'ailleurs fixer les idees par un calcul tres- 
simple. 

Designons par n, n\ n" les indices de refraction qui correspondent 
aux longueurs d'onde X, X', X'. La loi de dispersion qui lie ces quan- 
tites ne se presente pas sous une forme simple, mais, qoand il s*agit de 
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rayons aussi voisins, on pent se borner aux deux premiers termes de la 
formula de Gauchv 

Comme les longueurs d'onde X' et X" difierent Ires-peu de X, on pent 
calculer n' et n" par les formules suivantes : 

B 
B 

On en deduit 

n'— n^' = ^a ^ ^r= ^a{n— A). 

Si le milieu considere a la memo dispersion que le spath d'islande 
pour les rayons ordinaires, on pourra prendre 

A = 1,6391. 

L'indice de refraction relatif a la raie D etant 

n= iy6585» 

il en r^sulte 

n' — »" = 0,0000077. 

Pour la raie F, au contraire» on a 

n ^ 1 ,6679, 
cequi donnerait 

^ n' — /l" r=: 0,00001 1 5. 

Le changement d*indice de refraction est done presque double. 

Calculous maintenant le changement qu'eprouve la deviation elle^ 
meme dans un cas simple. 

Considerons, par exemple, un prisme refringent CDE {/ig. ii) tel 
que la lumieretombe normalement sur la faced'entree CD et n'eprouve 
de refraction qu'a la sortie. Soit r Tangle du rayon incident avec la 
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Dormale a la face de sortie (c'est Tangle du prisme), i Tangle de rayon 
emergent IR avec la meme normale, on a 

sini = /i sinr. 

Si Tindice de refraction varie peu, Tangle r etant constant, on aura 

cos I di zzzsmrdn^ 

ou bien» en appelant i' et i" les angles relatifs aux indices n' et n'\ 

# 

( i' - i" ) cos/ = [n' -nT) sinr, 

/v 'i,^ II „xSinr rtS — n" ^ 

(i' — i"\z=^[n' — n") -. = — tangi. 

cos£ n ° 

Pour le rayon ordinaire du spath d'Islande et la raie D on trouve 

n! — n" 

— ^=11" environ; 
n 

done 

I — i" — x" lang I . 

Si Tangle i est egal a 85 degres, c*est-a-dire si le rayon emergent fait 
avec la surface un angle de 5 degres, on trouve 

Avec un prisme de flint on pourrait avoir un angle d'environ lo se« 
condes pour la memeinclinaison, et 2'', 5 seulement pour un rayon qui 
ferait avec la surface un angle de 20 degres. 

On voit qu'il y a tout avantage a se rapprocher de la surface ; mais il 
faut alors faire attention ^ une autre circonstance qui peut diminuer 
le benefice de cette disposition : c'est le retrecissement du faisceau 
emergent. Les observations seront d'autant plus precises que le pou- 
volr optique de la lunette d'observation sera plus considerable, ou 
bieH (si toute la lumiere qui sortdu prisme tombe sur Tobjectif) que 
ia largeur du faisceau sera plus grande; le pouvoir optique utilise est 
precisement proportionnel a cette largeur du faisceau emergent. 

Soit done d la largeur du faisceau incident, d' celle du faisceau re- 
fracte, on a 

d' — ir cos i = d 

COST 
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La meilleure condition sera done celle pour laquelle la deviation 
i' — i" sera la plus grande possible, par rapport a Tangle minimum 

Fig. II. 




que la lunette puisse distinguer; cet angle minimum est en raison in- 
verse du pouvoir oplique, e'est-a-dire proportionnel au rapport^- 
La condition la plusavantageuse correspond done au cas oil le rapport 
— ^ — est maximum, c'est-a-dire celui oil le produit (/'— TJrf'est 

maximum. Or on a 



(/'-/")(/' = 



n'--n" .cos I n' — n" J sxni 

a 



— langiX d = 

n ^ cos r 



n 



cosr 



ou bien 



^M 



{i'-i'')d'=- — -d 



" J-L.-1 

V sin* I n^ 



Pour que cette expression soit un maximum, il faut que sine soit 
maximum, c'est-k-dire que i soit aussi voisin que possible de go de- 
gr^s. 

Ainsi, malgr^ la diminution de pouvoir optique qui provient du r6- 
trecissement du faisceau refract^, le maximum de sensibilite aura 
encore lieu quand on observera le plus pres possible de la surface. 

Toutefois on ne tardera pas a elre arrete dans cette voie pour d'au- 
tres motifs, d'abord a cause de rafTaiblissement progressif de la lu- 
miere, et surtout k cause de Tcxageration des d^fauts de la surface de 
sortie. 
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jgn efTet, Temploi d'un seul prisme, dispose comme je Tai indique, 
permet d'obtenir une dispersion considerable avec une seule surface 
refringente. On n'a done a soigner que le travail de cette seule surface 
et tout serait a Tavantage de Texperience (simplicite de TappareiU pu- 
rete des images, etc.) si I'on pouvait obtenir un prisme parfaite- 
ment homogene termine par une surface parfaitement plane. Malbeu- 
reusement les defautsde la surface ont une influence exageree sur les 
rayons qui sont voisins d'etre rasants; c*est la une grave difflculte, 
qu'il faut tacher de tourner par le soin apporte au travail et par cer- 
tains precedes d'experimentation, comme on le verra plus loin. 

Remarquons encore qu'il est impossible de se placer exactement 
dans le cas d'un prisme immobile comme nous Tavons suppose, parce 
que dans toutes les observations le prisme et I'observateur seront ne- 
cessairement entraines par le mouvement de la Terre. Neanmoins notre 
calcul trouvera son application. 

Influence du deplacement du prisme. — Si la refraction de la lumiere 
s'eflectue dans un milieu mobile, comme nous allons le supposer 
maintenant, il est necessaire de s'appuyer sur un principe nouveau 
pour evaluer Tinfluence qu'exerce le transport du milieu ponderable 
transparent sur la propagation des ondes lumineuses. 

La question a 6te posee par Arago (* ). En s'appuyant sur la th^orie 
de remission, il avait calcule que les rayons ^manes de deux etoiles 
fixes, situees aux deux extremites de la droite suivant laquelle marche 
la Terre en vertu de son mouvement de translation, doivent eprouver 
dans un prisme des refractions inegales; ce calcul conduirait k un de- 
placement de plusieurs secondes (pres de 60) qu'on aurait pu obser- 
ver avec des appareils mediocrement precis. Arago Fa essaye sans 
succbs en se servant d'un prisme achromatise; malheureusement il n*a 
laisse aucun renseignement experimental sur la maniere dont I'obser- 
vation a et6 faite, et il parait difficile d'apprecier si cette observation 
pouvait etre concluante. 

Les experiences d'Arago sur la lumiere des etoiles fut pour Fresnel 



(' ) Comptes rendus de l^ Academic des Sciences, I. VIII, p. BaG (iSSg). Je ne connaissais 
pas cette Note d'Arago quand j'ai public la premiere partie de c« travail [voir p. i58.) 
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roccasioD d'un de ses M^moires les plus remarquables. Pour expliquer 
leresultat d'Arago dans la theorie des ondulatious, Fresnel admet qu*un 
milieu ponderable en mouvement entraine avee lui, non pas la totalite 
de Tether qu'il renferme, mais seulement Texefes de cet ether sur 
celui qui existerait dans le meme espace en I'absence de la matiere 
ponderable. Fresnel avail ete conduit, en effet, a admettre, pour ex- 
pliquer la reflexion et ia refraction, que la densite de Tether est moins 
grande dans !e vide que dans les milieux r^fringents. De cette hypo- 
these du transport partiel de Tether il deduit, par suite de raisonne- 
ments que j*ai dejk rappeles (* ), que ia vitesse de propagation U' de la 
tumiere dans un milieu ponderable en mouvement est exprimee par la 
formule suivante : 



(0 



"'-"■^"('-i) 



dans taquelle U est la vitesse de propagation de ia tumifere consid^r^e 
dans le mSme milieu en repos, u la composante de la vitesse du milieu 
parallfele k la propagation et n Tindice de refraction. 

Sans discuter les raisonnemenls de FresneU nous pouvons d'abord 
admettre la formule finale (i) et voir comment on en d^duira la refrac- 
tion apparente qu'^prouve, dans un prisme mobile avec la Terre, la 
lumifere qui provient d'une etoile fixe. Nous considererons avec Fres- 
nel quelques cas particuliers pour en d^duire ensuite la solution ge- 
nerate. 

1^ La Terre se meut perpendiculairement au plan d'incidence. Sup- 
posons que la iumifere passe d*un milieu r^fringent dans le vide. 

Soient AB {fig. 1:1) la surface de separation , SA et S'B deux rayons 
qui parviennent k la surface au bout d*intervalles du temps differant 
d'une unite. On sait que, pour obtenir le rayon refracte, il suffit de 
mener par le point B un plan tangent a ia sphere decrite du point A 
comme centre avec un rayon egal a Y, ia vitesse de ia lumi^re dans le 
vide, et de joindre le point A au point de contact : on obtient ainsi le 
rayon refracte AM'. 

Soient A'' A' la direction du transport du milieu etA!'A = u sa vi- 



(*) Loc. cit., p. 160. 

Jn/uUes de I'Keoh Pformale. a* S^rie. Tome III. 4? 
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tesse. Pendant que la vibration se propage de A en M', le point A est 
venu en A' de sorte que la direclion apparente du rayon refracte est 
A'M'; ce rayon fait avec la normale Tangle 1' = M'A'N' pendant que ie 
rayon refracte absolu fait Tangle 1 = M'AN. 



Fig. 12. 




Dans le triangle M' A A' la droite AA' est une quantite infiniment petite 
de Tordre de Taberration par rapport a M' A; Toblique M'A' ne diflere 
done de la perpendiculaire M'A que d'un infiniment petit du second 
ordre, et par consequent Tangle i% que fait cette droite avec la normale 
a la surface, ne difffere lui-meme de Tangle i que d'un infiniment petit 
du second ordre. 

De mdme, pendant que la vibration parcourt dans le milieu Tespace 
MA = U parallelement aux rayons incidents, cette vibration est en- 
trainee par le milieu lui-meme. Le point dont la vibration est par- 
venue en A n*est pasle point M, mais un autre point M| situ^ sur une 
perpendiculaire MM, a MA. L'entrainement de la vibration n'etant pas 
egal a celui du milieu, le point physique du milieu, qui ^tait tout a 
Tbeure en M,, est venu quelque part enM2, de sorte que la direction 
apparente du rayon incident est M2A. Sans qu*it soit necessaire de 
calculer la distance MM^, il suffit de remarquer qu'elle est de Tordre 
de Taberration et que, par suite, les deux angles r' et r ne peu- 
vent differer que de Tordre du carre de Taberration. Entre les deux 
angles 1 et r on a la relation sint = n sinr, et cette mdme relation exis- 
tera encore entre les angles i' et r' si Ton neglige le carr^ de Taber- 
ration. 

2^ La Terre se meut parallelement aux rayons incidents. 

SoientSA etS'B'fy?^. i3) deux rayons qui parviennent a la sur- 
face k des intervalles de temps distants d'une unite. Pendant ce meme 
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temps le point A de la surface est venu en A' k la distance AA' = u; le 
rayon refracte absolu est AM' et le rayon apparent est A'M' : ils font 

Fig. 1 3. 
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avec la normale des angles i et i\ Le rayon incident apparent se con- 
fond avec le rayon absolu. 
Le triangle M' A A' donne 

AA^ _u _^in (i^~f) _ 
AM'""V "^sinCi'-rj""^' 

d'oii 

sin(i'— i) = asin(i' — r). 

Cette equation montre que !es angles i et V diflerent de Tordre de 
Taberration. On en deduit» en negligeant !e carre de a^^ 

(3) sin I = sin i' — asin(i'— r) cosr. 

Pour trouver une autre relation entre les angles i, r et i', il faut eva- 
luerl'espace PB' parcouru par la lumiere dansic milieu pendant Tunite 
de temps. En adoptant la formule de FresneU on aura 



'-"-^«(-i) 



PB'=U + «( i--.l> PB = PB'-B=U-^. 



Les triangles AM' C, ABP, BOB' donnent 

(4) ^. = AB4-BC. 

AB = ill^=--^(u-n 

smr smr \ w'/ 

BC = «?^T-^^ 
sini 



4- 
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L'equation (4) devient alors 

V _ U u MCOs(i— r) 

sini'~"sinr n*sinr sini 

RempldQons maiatenaot U par -9 et divisons par V pour introduire 
I'aberration a = ^9 et nous obtenons 

n sinr[i — acos(i ~-r)]==sin« sin/. 

Comme sini ne dif!%re de n sin r que d'une quantite de Tordre de 
raberration, on pent modifier le dernier terme et ecrire 

»sinr[i — acos(i— r)] =sini — asinr. 

RemplaQons maintenant sini par sa valeur tir6e de Tequation (3), il 
viendra 

«sinr[i — acos(i — r)] = sini' — a [sinr -i-sin(i' — r) cosi'] 

= sini'— a sini' cos(/' — r) 
= sin«' [i — acos(«'— r)]. 

En supprimant le facteur communy et negligeant les termes de 
Tordre de a', il reste 

sln«'= n sinr. 

II y a done entre les angles apparents V et r la meme relation que si 
le prisme etait immobile. 

3^ La Terre se meut parallMement au plan d'incidence et perpendi- 
culairement aux rayons incidents. 

Les deux rayons SA et S'B' [fig. i4) parviennent encore k la sur- 
face a des epoques distantes d'une unit^, pendant que le milieu par- 
court I'espace A A'. Le rayon refract^ absolu est AM, le rayon appa- 
rent A'M. 

Le triangle AA'M donne 

AA' __u __ __ sin(i — V) 
MA~"V""^~ cos(i'-r)' 
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On en deduit 

sin(/— i') =rflcos(r' — r), 

(5) sin/ = sini' -hacos(i'— r)cosi'. 

Les triangles AMC, A'BT, BGB' donnent encore 
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(6) 



-T— . = AB 4- BC, 

sin< 

sini sinr 

BC = u !il^ -7-^) . 

sini 



Fig. 14. 




On en d6duit, en substituant ces dernieres valeurs dans l'equation(6) 
et faisant les reductions, 



(6/ 



nsinrirr sini [i-h asin(i — r)]. 



Pour determiner la direction iipparente des rayons incidents, on re- 
marquera que, pendant que la vibration parcourt Tespace PB\ ie 
point P de Tether se deplace lui-meme, de sorte que Ie point dont la 
vibration est parvenue en B' est un point F situe a une distance PP' 
egale k Tentrainement que subit la vibration pendant Tunite de temps. 
On a done 



p'p 



PendaDt ce temps, Ie point F du milieu s'est lui-meme transport^ 
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en P'' a une distance egale a u, et Ton a 






La direction apparente du rayon incident est PB'; elle fait avec la 
normale Tangle r' qu*il est aise de calculer. On aura 



ou bien 



— =Ulang(r — r')::. — lang(r— r'), 



r -- r =^ -> 
n 



(n) sinr' = sinr— -cosr. 

Les equations (5) et (6)' donnent 

/isinr= sini'H- a cosr, 
OU bien 

sini' = n ( sinr cosr)- 

En comparant cette equation avec {'equation (7), il vient 

sini'= n sinr'. 

II y a done entre les angles apparents d'incidence et de refraction la 
meme relation que si le prisme etait immobile. 

4^ Enfin, si le mouvement du prisme est quelconque, on le rempla- 
cera par trois composantes rectangulaires dirig^es comme celles que 
nous avons considerees : cbacune des composantes est sans influence; 
il en sera de meme pour le mouvement resultant. 

On conclut de 1^ que : 

c La refraction apparente que subit, dans un prisme mobile avec la 
Terre, la lumiere emise par une source fixe est identique k celle que 
Ton observerait si le prisme et Tobservateur etaientimmobiles. » 

Get enonce est la traduction de I'experience d*Arago. 

J'ai reproduit tons les calculs relatifs a Texperience d'Arago, parce 
que la formule de Fresnel, qui fournit le point de depart de ces cal- 
culs, va elre Tobjet de toute la discussion dans ce nouveau Mimoire 
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11 semble en eflet resulter de ce qui precede que la refraction ne 
pent etre d'aucun secours pour la question qui nous occupe, la refrac- 
tion apparente ^tant toujours egale a la refraction qui aurait lieu dans 
le cas oil le prisme et Tobservateur seraient en repos. Le niouvement 
de laTerre, en particulier, n*aurail aucune influence sur la refraction 
de la lumiere dans un prisme, et c'est precisement le contraire qui est 
vrai. Si Texperience d'Ara^^o, inlerpretee comme eile me parait I'avoir 
toujours ete, etait exacte» ce serait une bonne fortune; il suffit, pour 
s'en convaincre, d'examiner les consequences qu*elle entrainerait. 

Silemouvement du prisme et de Tobservateur n'a aucune influence 
sur la refraction de la lumiere qui leur provient d'une source fixe, il 
en resulte que le prisme sera capable de meltre en evidence le mouve- 
ment absolu d'une source de lumiere. La longueur d'ondulation etant 
moditiee par le mouvement de la source et la refraction (absolue dans 
un prisme fixe» ou apparente dans un prisme mobile) ne dependant 
que de la longueur d*onde, il est clair en effet que la deviation aug- 
mentera ou diminuera quand la longueur d*onde sera elle-meme modi* 
fiee, et cela d*une quantite precisement correspondanle h la variation 
de longueur d*onde. 

Ainsi il suffirait d'observer la lumiere emise par une source ter- 
restre et de la faire cheminer soit dans le sens, soit en sens contraire 
du mouvement de translation de laTerre pour obtenir un changement 
de deviation double de celui qui serait du au mouvement de la source; 
et, m£me dans ce cas, les changements de refraction seraient dus, non 
pas seulement au mouvement de la Terre autour du Soleil, mais k son 
mouvement absolu dans Fespace, ce qui pourrait conduire aux resultats 
les plus inattendus. De meme, en examinant a differentes epoques de 
Tannee la lumiere qui nous vient du Soleil , on pourrait savoir si le 
mouvement du systeme solaire tout entier a une composante sensible 
parall^le au plan de Tecliptique, etc. De meme encore, la refraction de 
la lumiere des 6toiles nous permettrait de determiner la composante 
du mouvement absolu de ces astres parallelement k la direction des 
rayons qu*ils nous envoient. 

Sans nous egarer a suivre de pareilles consequences, examinons Tex- 
p^rience d*Arago en elle-meme et cherchons si Ton pent la soumettre a 
un contrdle experimental. La solution est trfes-simple. 
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Consid^rons deux sources de lumiere identiques, Tune sur la Terre, 
une flamme d'alcool sale par exemple, et Tautre sur une etoile fixe, du 
sodium en vapeurs incandescentes. Les ondes lumineuses qui provien- 
nent de Tetoile ne sont modifiees par aucune cause; celles qui pro- 
vienneot de la source terrestre sont dilatees ou resserrees suivant le 
sens dans lequel on examine la propagation. Cesdeux systemes d'ondes, 
en tombant sur un prisme refringent mobile avec la Terre, n'y peuvent 
pas subir la meme refraction. Si Texperience d'Arago est exacte, si les 
rayons emis par Tetoile n'eprouvent aucun changement de refraction, 
il est impossible que ceux qui provienncnt de la source terrestre n'en 
eprouvent pas; si, au contraire, il est bien d^montr^ que la refraction 
apparente des rayons emis par une source terrestre ne subit aucune 
alteration dans quelque direction qu'ils se propagent, il en resultera, 
comme consequence necessaire, que Tobservation d'Arago ne peutetre 
exacte. 

G*est ainsi que je me suis pose la question; j'ai cherche par differents 
moyens si I'on pouvait meltre en evidence le mouvement de la Terre 
par Tobservation des sources de lumiere terrestres. 

X. — Experiences sur la refraction. 

Pour voir si le mouvement de la Terre a une influence sur la refrac- 
tion des rayons emis par une source terrestre, il faut faire cheminer ces 
rayons d'abord dans le sens du mouvement de la Terre, puis en sens 
contraire. On aura ainsi double TefTet, et le deplacement sera du, s*il 
existe, a un cbangement de longueur d*onde de j^\ cela correspond, 
comme on Ta vu plus baut, au \ de la distance des deux raies D ou 
des raies h^ et 6, du magnesium. 

On pent disposer son appareil sur une table mobile, autour d*un axe 
vertical, et, en faisant Texperience a midi ou a minuit, diriger la source 
alternativement vers Test ou vers Touest. On obtiendra a midi un chan- 
gement de deviation dans un certain sens, et a minuit un changement 
en sens contraire. 

Un autre procede consiste a profiler du mouvement de rotation de la 
Terre. Si Tappareil est installe a poste fixe, de mani^re que la lumiere 
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iDcidente chemine de Touest a Test, par exemple, cette propagation se 
fera a minuit dans le sens du mouvement de la Terre, et k midi dans le 
sens directement oppose. II suffira done de venir observer le pheno- 
mbne a des heures convenables, sans toucher aux instruments, et» si 
Ton pent eliminer les variations accidentelles, on pourra juger s'il y a 
ou non une difference de pointe. 

. J'ai employ^ ces deux methodes successivement. 

J*ai toujours eu recours a la refraction produite par un seul prisme, 
laille de faQon que les rayons incidents, etant k peu pr^s normaux k la 
face d*entree, fussent presque rasants a la face de sortie. On pent ainsi, 
avec une seule refraction, obtenir une dispersion considerable; on n'a 
k se pr^occuper que d'une surface, et surtout le phenomene correspond 
alors a un cas Ires-simple qui se pretera facilement aux discussions 
theoriques. II va sans dire que Tangle du prisme n*a pas besoin pour 
cela d'etre absolument exact : il sufBt evidemment que la face d'en- 
tree soil a peu prSs normale aux rayons incidents; on donnera ensuite 
au prisme des deplacements a droite et k gauche, de manifere k placer 
les rayons ^mergents dans les conditions qui conviendront le mieux. 

Le choix de la source de lumiere a aussi de I'importance. Comme il 
est difficile ou plutdt incommode de se procurer les raies de la soude 
avec un grand ^clat, et que la refraction rasante affaiblit considerable* 
ment la lumibre, j'ai eu recours, dans mes premieres experiences, k 
une etincelle entre des fils de magnesium; on obtient ainsi dans le 
spectre trois raies brillantes vertes d*une grande intensite. Ces raies 
s'ecartent de plus en plus quand on fait rapprocher le rayon r^fracte 
de la surface; mais en meme temps Teclat diminue rapidement, et sur- 
tout la purete des images est profondement Iroublee. Les raies devien- 
nent tordues, estompees, se detachant mal sur un fond obscur, ce qui 
rend I'observation difficile. Get inconvenient s'est presente du moins 
dans mes premieres experiences; les prismes dont je disposais alors 
n'ayant pas d'assez grandes dimensions et n'etant pas assez homog^nes, 
je ne pouvais observer qu'a vec une lunette de spectroscope ordinaire d'un 
faible grossissement, et Tapparence du phenomene n'etait pas assez sa- 
tisfaisante pour que Ton put en deduire une conclusion avec security. 

Neanmoins Texperience a ete repetee un grand nombre de fois, et le 
resultat a ete souvent negatif. Plusieurs observations cependant ont 

Annates de Vtcole Normale. 3* S^rie. Tome ill. 4^ 
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indique un changemcot de deviation appreciable, correspondant a 
UQ accroissement de refraction pour le cas oil ies rayons incidents che- 
mineraient dans ie sens du mouvement de la Terre, et ce cbangement 
6tait de meme ordre que celui qu'indiquait le calcui. 

Mais de nouvelles experiences, repetees dans des conditions plus sa- 
tisfaisantes, m'ont conduit k une conclusion diametraiement opposee : 
le deplacement chercheestrigoureusementnul^ou du moins,s*il existe, 
il est extremement petit par rapport k celui qu'indiquait le calcui. 

J'ai d*abord apporte quelques cbangements aux precedes d'obser- 
vatioii : 

1^ Les prismes avaient des dimensions considerables, afin que le 
faisceau emergent put encore conserver une certaine largeur, malgre 
le retrecissemeut du k la refraction rasante. 

n^ Au lieu de pointer le pbenomene avec un til de reticule et d'eva- 
luer ensuite par estime le deplacement de Timage pour les deux direc- 
tions opposees de TappareiU je me suis servi d'une lunette a reticule 
microm^trique. On pointe alors I'image dans les differentes circon- 
stances, sans se preoccuper de Teffet attendu, et le cbangement, s*il y a 
lieu, est indique par les lectures du tambour de la vis micrometrique. 

3^ Enfin le pointe d'une raie brillante sur un fond noir n'est pas 
commode : on ne pent distinguer les fils du reticule que si la lumiere 
est tres-eclatante et les images assez larges, a moins qu'on n*eclaire le 
champ par une lumiere etrangere, et encore ce dernier moyen ne pent 
pas etre employe quand les raies ont un faible ^clat, comme celles que 
donne une flamme a la sonde. 

J*ai cbercbe a produire des raies obscures sur fond brillant. L'idee la 
plus simple etait d'utiliser les procedes de renversement des raies 
brillantes qui jouent un si grand role dans TAnalyse spectrale; mais 
ces procedes n'etaient pas assez rapides et ne permettaieut pas des ob- 
servations suivies comme celles que je voulais entreprendre. J'ai trouv^ 
alors un moyen d'une simplicite extreme, qui consiste k remplacer la 
fente du collimateur par un fil d'araignee tendu sur une large ouver- 
ture, et a eclairer le tout par une flamme chargee de vapeur de sodium. 
Aprfes refraction de cette lumiere dans un prisme, on obtient au foyer 
de la lunette d'observation deux images de I'ouverture produites par 
les deux lumieres homogenes qui emanent de la flamme jaune, et sur 
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et/'' du fil/, et, pendant un intervalle de temps assez court pour que 
les variations de temperature n'aient pas d'influence appreciable, faire 
plusieurs pointes» en dirigeantsuccessivementrappareil dans deux sens 
opposes. 

Dans certains cas, le fil du reticule etait parallele aux images/' et 
f"\ d'autres fois, on a fait tourner le micrometre de 4? degres pour 
mettre les fils du reticule en croix avec les raies noires : c'est un mode 
de points qui est prefere par certains observateurs. 

L'experience a ete faite un grand nombre de fois en dirigeant alter- 
nativement Tappareil vers Test et vers I'ouest, k midi et a minuit. 
Comme le resultat a ete constamment negatif, je pourrais me borner a 
citer le fait; mais» pour donner une idee de la precision que compor- 
taient les experiences, je vais rapporter quelques mesures. 

Premiere experience. — 3 mars 187^; 11** i5" du matin. 

Micrometre a 4^ degres. On fait plusieurs pointes dans chaque posi- 
tion » en d^plaQant toujours le micrometre dans le meme sens pour 
eviter tout effet de temps perdu. Les nombres indiques sont les divisions 
du tambour du micrometre. 



Source a I'ouest. 



Source k Test. 



60,8 
60,8 
60,5 
60,0 
60,5 



59,3 
59,2 
60,5 
60,2 
59,0 



Moyenne, 60,62 




Moyenne, 59,76 



Hoyenne, 69,64 

59,0 

60,0 

59,2 } Hoyenne, 

59,0 

60,2 

Fin des observations, ii^45"*« 



59,48 
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II y a» comme on le voit, une diminution lente des lectures qui peut 
tenir k une variation tres-faible de temperature. La variation des 
moyennes parait bien independante de la direction de Fappareil; on le 
voit encore mieux en les comparant par la metliode des alternatives : 

— * r9i_5 ~ 60,08 au lieu de 59,76, 

59,76 + 59^8 ^g^g^ aullcude 59,64. 

Or, avec cette disposition, ia distance des deux raies/' %{,/" corres- 
pondait a cinquante divisions du tambour ou un demi-tour de vis, c'est- 
Wire environ 65''= \'S". Le deplacement, s'ii existe, n'est certaine-^ 
ment pas d*un cinquieme de division du^tambour, c'est-k-dire de -^ de 
la distance des deux raiesD. Comme le deplacement indique par le cal- 
cul est le cinquieme de la distance des deux raies D, il en r^sulte que 
la precision des experiences est cinquante fois plus grande que la quan- 
tite qu'il s'agissait de mettre en Evidence. 

Deuxikme expirience. -- 4 ™&^ 1872; 11 heures du matin. 

Source k Touest. Source li Test. 

85 \ 

85 f 

Qi t! ) Moyenne, 85, 10 
04,0 I 

86 I 85 ^ 

85 ( 

Q/ K ' Moyenne, 84,90 

85 ) 

Je citerai encore une autre experience faite a peu pr^s k la meme 
epoque (je n'ai pas note la date), k a^So"* du soir, par M. Fizeau : 

Source li Touest. Source k Test.. 

44,7 ) 

47)2 > Moyenne, ^6^3 

46,3 ) 46,6 

46,2 } Moyenne, 46,7 
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La distance des raies D correspondait, dans cette experience, a qua- 
rante-quatre divisions du tambour. 

Experiences comparatives de midi et de minuit. — La plus grande 
difficult^ de ces experiences etait d*eviter les changements de refrac- 
tion dus aux variations de temperature et k toutes les causes incon- 
nues. L'appareil a ete installe au laboratoire de chimie de TEcole Nor- 
male superieure» dans une cave completementclose, ne communiquant 
avec I'exterieur que par la porte d'entr^e, et dans laquelle on ne pe- 
netrait que deux fois par jour, juste pendant le temps necessaire aux 
observations. 

La lunette servant de collimateur avait un objectif de io8 millimetres 
et une longueur focale de i™»3o. 

Le prisme avait, sur sa face d'entree, une longueur de i3 centi- 
metres et une hauteur de io«centi metres. L'angle refringent etait 
de 3a"55'25% et Tindice de refraction pour la raie D de i,63oi4 • il 
etait done un peu plus refringent que celui de Texperience precedente. 

La lunette d'observation etait de meme dimension que celle qui a ete 
decrite plus haut. 

Pour donner k cette installation une grande stabilite, j'ai fait batir 
quatre colonnes en pierres cimentees avec du platre, et sur ces co- 
lonnes on a scelie deux dalles de pierre. Les instruments ayant ete 
regies par des tatonnements successifs, toutes les pieces ont ete fixees 
en place. Le collimateur avait ete scelie au platre sur les deux dalles; 
le prisme et la lunette ont ete fixes avec de Tarcanson qu*on a couie 
sur tons les supports. Aupres du prisme etait suspendu un thermo- 
metre divise en cinquantiemes de degre, et Ton observait ce thermo- 
metre avec un viseur pose sur la dalle. La source de lumiere etait 
un bee de Eunsen, dans la flamme duquel on maintenait une petite 
quantite de phosphate de soude. Enfin au foyer principal du collima- 
teur on avait place, non pas un simple fil vertical, mais un reticule 
forme de cinq filets verticaux, comme dans certaises lunettes astrono- 
miques. 

On obtenait ainsi dans le champ d'observation de la lunette cinq 
groupes de doubles raies obscures sur fond brillant, et Ton observait 
Tun ou Tautre de ces difierents groupes. 
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II n'est pas inutile d*ajouter quelques details sur la mani^re de regler 
I'exp^rience. 

Si I'on plaQait immediatemcnt le prisme de faQon que les rayoqs 
^mergents fussent tres-voisins de la surface de sortie, il serait fort dif- 
ficile de mettre au point la lunette, parce que le faisceau refracte est 
astigmate, a cause des imperfections de la surface, si faibles qu*elles 
soient, et le point oil se produit Timage d*un fil vertical du collimateur 
est souvent en dehors des limites oil pent se mouvoir Toculaire de la 
lunette. Pour trouver celte image k coup sur, on a profite de ce que le 
reticule du collimateur pouvait elre eloigne ou rapproche par une vis 
a cremaillere. On commenQait par mettre la lunette au point en plaQant 
le prisme dans le voisinage du minimum de refraction, puis on tournait 
le prisme de petites quantites a la fois en deplaQant en meme temps la 
lunette, et, a Taide de la vis, on depla^ait le reticule de fa^on que 
rimage se produisit toujours dans le champ de vision de la lunette. 
On allait ainsi de proche en proche jusqu'a ce que I'accroissement de 
dispersion qu*on aurait obtenu en continuant plus loin aurait ete com- 
pense par une trop grande deformation des images : on scellait alors 
toutes les pieces mobiles. 

Malgre toutes ces precautions, on a hie plus de deux mois avant de 
pouvoir faire aucune observation reguliere. Sans que la temperature 
parut eprouver de changements notables, les deviations variaient tantot 
dans un sens, tantot dans Tautre, quelquefois d'une maniere brusque, 
et ces variations d'un jour k Tautre etaient trop grandes pour qu'il fut 
possible de les eliminer par un systeme quelconque de compensations. 
On ne pouvait pas songer a faire des observations fr^quentes dans le 
coursde la journee ou de la nuit, parce qu'il fallait, en entrant dans la 
cave, allumer deux bees de gaz, et qu'un s^jour trop prolonge ou trop 
frequent produisait une grande elevation de temperature. Ces varia- 
tions etaient dues sans doute au travail des ciments et des mastics, 
peut-Stre k une influence de Tetat hygrometrique sur ces matieres. 
L'appareil n'est jamais parvenu a une immobilite complete, mais les 
variations sont devenues beaucoup plus faibles, et Ton a pu Eliminer 
leur influence. 
Yoici maintenant comment les observations Etaient faites : 
En entrant dans la cave, on lisait la temperature, on pointait cinq 
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fois Tune des raies de Tun des groupes, puis cinq fois Tune des raies 
d*un autre groupe; on repetait ensuile les premieres lectures* puis les 
deuxiemes; on lisait de nouveau la temperature » on 6teignait lout et 
Ton fermait ia cave. 

Pour donner une idee de ces observations » je vais reproduire ici 
quelques pages de mon camel d'observations.Tdesigne la temperature. 

Mercredi 7 f6vrier 1872; ii*»3o»' du soir. 

T = ii«,43. 



i*'^ groupe. 



toon 

io,i5 
10, 1 5 
io,i65/ Moyenne, 10,1 55 



io,i55i 
io,i5 / 



tonrt 
3,12 j 

3,i35i 
2« groupe, {3,i35:' Hoyenne, 3,129 
3,125 
3,i3 



.' lOyiS 
1 10, 1 35 
1*^ groupe. '^ iOyi65}Moyenne, io,i5o 

10,147 

io,i5 



3,12 
3,i3 



2* groupe. '3,12 > Moyenne, 3,i25 
'3, 
3, 



;,i35' 



T~ ii«,52. 

Moyennes. 

T = ii«,47. 



!•' groupe io,i53 

2* 3,127 
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Jeudi 8 fevrier 1872; 1 1^45"^ du matin. 

T = iiS26. 

I 10, 1 5 
1 10,145 
i"groupe. ( io,i5 }Moyenne, 10,146 

ibyi3 

io,i55/ /3,i2 

3,ii5 
^•groupe. {3,ii5\Moyenne, 3, 118 

3,11 i 

,3,i3 ) 

10,126 
lOfiSS 
i"'groupe. { io,f5 }Hoyenne, 10,146 

io,i5 

10,148/ (3,11 

\3,io 
2« groupe. ^ 3, 1 25 } Moyenne, 3, 1 1 5 
3,12 
3,ii5; 

T= iio,3o. 

Moyennes. 

T=ii°,28. 

1" groupe 10,146 

2' » 3,117 



Jeudi 8 f6vpiep; 1 1'»45" du soir. 

T:= Il%l3. 

io,i3i 

iO,I25 

1" groupe. ( io,i35^Hoyenne, io,i33 

10, i3 \ 

10,135) / 3,1 18 

13,11 
2* groupe. 1 3,11 )Moyenne, 3,ii6 
J3,ii5 

13,12 
Annates de I'icole Normale a* S^rie. Tome III. 49 
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•r 



groupe. 



io,i4 

IOyl35 

ro,i2 

IOyl35 

io,i38 



Moyenne, io,i34 



3,13 

3yl25 

2« groupe. {3, 1 3 
3,11 
3,11 



T— iiSao. 

Moyennes. 
Tr:=II«,l6. 



Moyenne, 3,119 



i"groupe io,i33 

51* » 3,117 



Ces exemples suffiront pour donner une idee de la precision des 
point^s. Yoici maintenant comment on peut comparer les moyennes. 
Je me servirai des memos nombres, en y ajoutant ceux des deux jours 
suivanls : 



Date. 



Mercredi 7 fevrier. . . 



Jeudi 8 f6vrier. 



Vendredi 9 Kvrier. . . 



Heure. Moyennes. 

T iiUl 

Minuit. { i^ groupe 10, i53 

2* » 3,127 

T 11,28 

Midi... I I*' groupe io,i46 

2* I) 3,117 

T 1 1, 16 

Minuit. { i*^ groupe io,i33 

2* n 3,117 

T 11,7 

Midi... I 1*' groupe 10,146 

2* » 3,1 13 

T II 

Minuit. { I" groupe 10, i54 

2* » 3|I22 



•or U 


i^ ezpMenoe. 


» 


» 


» 


— o>i9 


— 0,007 


— 0,010 


— 0,12 


— 0,020 


— 0,010 


-rO,23 


— 0,007 


— 0,014 


0,4? 


-4-0, OOf 


— o,oo5 
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Exc^ 
snr la 
Date. Heure. Moyennes. i'* experience. 

o 

IT 10^90 — 0,57 

i^'groupe io,i53 o 

sameai 10 levrier. . . . < « * ' ^ \ 

11 lOyOD — 0,QI 

i«'groupe »o>»77 -+-0,024 
2* )) ... 3,143 -+-o,oi6 

L'observation des deux groupes presente cet avantage que, si Ton 
obtient des deux cdt^s la meme difTerence de pointe, on sera assure 
que Teffet n*est pas du k une erreur de lecture; la derniere colonne 
inontre que les resultats des observations faites sur les deux groupes 
d'iinages sont entiferement concordants. 

On voit encore que les variations ne peuvent pas etre attribuees aux 
changements de temperature seulement, car les lectures du micrometre 
et celles du thermomMre varient tantot dans le meme sens, tantot en 
sens contraires. 

Y a-t-il maintenant une difference sensible entre Fobservation de 
nUdi et celle de minuit? En prenant les observations de jeudi et de 
vendrediy par exemplct on voit que la somme de toutes les diminutions 
par rapport a Tobservation du mercredi pour les deux groupes, dans 
les experiences de midi, est o,o38, et la somme des diminutions, pour 
les experiences de minuit, est o,o34. Gomme on ajoute les quatre ob- 
servations, il ne resterait, pour chacune d*elles, qu*une difTerence de 
l^j^ de tour, c'est-a-dire -^ de division du tambour. 

Toutes les observations seraient loin de donner la meme concor- 
dance; mais on pent assurer qu*entre les lectures de midi et de minuit, 
abstraction faite de toutes les causes d'erreur, il n'y a pas une diffe- 
rence de \ division du tambour. Or, dans ces experiences, le reticule 
etait parallele aux raies, et la distance des deux raies D correspondait 
k 3o divisions du tambour, c'est-a-dire 39 secondes environ. L'erreur 
possible est done moindre de -^ de la distance des deux raies D, et 
par consequent le -^ de la difference indiquee par le calcul. 

Pour permettre a Tappareil de prendre une certaine stabilite et en 
m^me temps pour repondre a Tobjection qu*on pourrait tirer du mou- 

49- 
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vement de translation du systeme solaire, j'ai fait plusieurs series d'ob- 
servations a differentes epoques de Tannee. Yoici les plus reguliferes : 
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Le mode de pointe n*a pas toujours ^te le meme dans toutes les se- 
ries. Comme le reticule du micrometre ^lait form^ de deux fils verti- 
caux coupes par un fil transversal » on a plac^, tan tot iin fil du micro- 
metre sur une raie noire, tantdt la raie noire entre les deux fils du 
micrometre, tantdt un fil entre les deux raies voisines, tantot les fils 
du micrometre a 4^ degr^s sur une raie. II est bien entendu que le 
mode de points adopte au debut d'une s^rie ^tait conserve jusqu'k la fin. 

II eilit peut-^tre ete utile de laisser encore Tappareil en place; mais 
la vapeur d'eau d^gag^e par la combustion du gaz avait fini par pro- 
duire dans la petite cave une humidite excessive; les objectifs et le 
prisme ^taient ternis par une sorte de vegetation microscopique; les 
fils du reticule ^taient envahis par un entrelacement de filaments plus 
minces, comme si de nouvelles araign^es etaient venues y ^tablir leurs 
toiles. Les observations n'^taient plus possibles; il aurait fallu proc6- 
der a un nettoyage complet et a une installation nouvelle, et j'aurais 
aiusi perdu en partie le benefice de la stability dejk acquise par Tap- 
pareil. D'ailleurs je n*y avais plus d'inter^t, la question roe paraissant 
resolue, et j'ai mis fin aux observations. 

La reproduction des nombres relatifs k toutes ces series de roesures 
n'ofi'rirait pas d'interet, puisque le resultat est toujours n^gatif; la dif- 
ference des moyennes de midi et de minuit n'atteint jamais^ division 
du tambour. 

Conclusion. 

On pent conclure de ces observations que le mouvement de transla- 
tion de laTerre est sans influence sur la refraction apparente de la lu- 
miere qui provient d'une source terrestre. 
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II en risulte aussi que rexp^rience d'Arago ne saurait Stre exacte en 
toate rigueur» et que robservation des etoiles fixes doit donner lieu a 
un changement de refraction correspondant au deplacement de la 
Terre, comme on Ta calcule pr6c6demment. 

II faut done revenir sur le calcul de Fresnel et expliquer la contra- 
diction qui reste encore, puisque ce calcul semble justifier la conclu- 
sion d'Arago; j'avoue que j'ai ete longteinps embarrasse pour trouver 
rinterpretalion qu'il me parait necessaire de donner Ik la formule de 
Fresnel. Dans Texpression 



u + «(.-i,) 



qui represente la vitesse de propagation de la lumi^re dans un milieu 

ponderable au mouvement« le terme correctif u(i — \\ parait exact, 

et quand mSme on le modifierait encore par un facteur diff^rant de Tunite 
de Tordre de Taberration, cela ne produirait aucun efTet appreciable. 
Cost sur le terme principal U qu*il faut porter son attention : ce terme 
n^est pas la vitesse avec laquelle se propagerait la lumifere dans le 
milieu en repos. Si Ton arretait ainsi le milieu sans toucber a la source 
de lumiere, la distance des ondes incidentes ne serait pas modifiee, 
mais la p^riode de vibration en un point du milieu, sur la surface re- 
fringente en particulier, serait modifiee. 

C'est la periode de vibration du milieu r^fringent qui me parait do- 
miner le pbenomfene. Je crois done qu*il faut considerer le terme U 
comme repr^sentant la vitesse avec laquelle se propagerait dans le mi- 
lieq consid^re, k Tetat de repos, la lumifere provenant d*une source 
fixe dont la periode de vibration serait identique k celle que possfede 
le milieu dans Texperience qu*on envisage. 

Plus simplement encore, le terme U est une fonction, non pas de la 
periode absolue de vibration de la source, ni de la distance des ondes 
qq'elle emet, mais de la periode de vibration d'un point du milieu r6- 
fringent. 

Je laisse aux mathematiciens le soin de justifier ou de combattre 
cette interpretation; je montrerai seulement qu'elle sufiit pour rendre 
compte de tons les phenomenes. 
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On voit, en effet, que Texplication de Fresnel ne s' applique pas a 
Texperience d*AragOt mais a la ndtre. Quand le prisme et la source 
sont animes du meme mouvement, ia periode de vibration sur les deux 
corps est la meme, dans quelque direction que se fasse la propagation; 
le terme U est done le meme dans tons les cas. (1 y aurait peut-etre 
lieu de voir ensuite si Tindice de refraction /i, qui entre dans le second 

terme 11 (i — -^jt doit correspondre k la periode apparente de vibra- 
tion ou k la longueur d'onde absolue; mais cela n*a aucune importance 
pratique, il n*y a pas a s'en preoccuper. 

La demonstration de Fresnel reste done intacte; seulement elle s*ap- 
plique aux experiences faites avec des sources de lumiere artificielles, 
et non pas aux observations d*Arago. 

Pour que cette conclusion fut a Tabri de toute critique, il faudrait 
maintenant reprendre Texperience d'Arago et mettre en evidence le 
changement de refraction qu*elle comporte. Les circonstances ne m*ont 
pas permis encore de faire cette tentative, qui presente les plus grandes 
difficultes. Un changement de refraction qui correspond au dixifeme de 
la distance des deux raies D est deja presque a la limite de la precision 
qu*on pent atteindre par Temploi des procedes spectroscopiques ordi- 
naires avec les sources de lumifere terrestres : la necessite d*employer 
la lumiere d*une etoile est loin de simplifier le problfeme. 

XI. — Anneaux de reflexion. 

Pour epuiser toutes les ressources que pent offrir Temploi des lu- 
mieres artificielles, j*ai voulu essayer encore d'autres pb^nomenes 
d*optique, malgre la prevision presque certaine d'un insucces; ce 
sont les interferences corrcspondant aux anneaux de reflexion et de 
transmission de Newton et aux anneaux des lames mixtes de Young. 

Considerons une source terrestre S {fog* 16) de periode T (qui don- 
nerait a Tetat de repos des ondes dont la distance serait \ = YT] et sup- 
posons-la assez eloignee pour qu*elle envoie sur une plaque refrin- 
gente MN un faisceau de rayons sensiblement paralieles. 

Admettons d'abord que la Terre marche dans le sens des rayons in- 
cidents. 
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Une onde tombant sur la face d'entree AM donne une onde refle- 
cbie et une onde r^fractee. Gelle-ci traverse la plaque, va se reflechir 

Fig. 16. 



s 

•- 




en partie sur la deuxieme surface BN, revient ensuite k la premiere 
qu'elle traverse; puis, selon le retard qu'elle a subi, elle interfere 
plus ou moins completement avec celle qui a eprouve la premiere re- 
flexion. II faut evaluer ce retard. 
Quand Tonde va de A en B, sa vitesse de propagation est 



U> = Uh-«(..-1) 



La vitesse de cette onde relative au milieu refringent est 



u 



V — M, c*esl-a-dire U • 



De m£me, au retour, la vitesse absolue de propagation des ondes est 



u«=u-«(,-l) 



et la vitesse relative au milieu 






Si Ton appelle e I'epaisseur de cette lame, le temps que mettra la 
lumifere a la traverser deux fois est done 



e=r.- 



vteV 



U-it li-^Ji u«~^ 

n* /I* /I* 



Comme on pent negliger le rapport ( ^ j 9 il reste simplement 
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I'indice de refraction n et la vitesse U correspondantt comme nous 
Tavons dit» a la periode de vibration T du milieu, laquelle est la meme 
que celle de la source. 

Lorsque I'onde reflechie est revenue a la surface d*entree, celle-ci 
n'est plus en M» mais en M'; elle a parcouru un espace 



. 1" 



MM'=a9. 

uB 

L'onde dont il s'agit mettra encore le temps — = aO pour revenir 

au point A oil la premiere onde s'etait reflechie. Le retard de ces deux 
ondes est done 

Les rayons r^fl^chis cheminent en sens contraire du mouvement de 
la Terre; la longueur d'onde, comme nous Tavons dit, est 

X'=:X(i4-a). 

L'interference des deux ondes produira une frange d'ordre m donne 

par Tequation 

mX' = Ve(i-f-a) (•), 

ou 

Cest exactement la meme Equation que si la source et la lame r^- 
flechissante eussent ete immobiles. 

On peut repeter le meme raisonnement en supposant que la lumifere 
incidente marche en sens contraire du mouvement de la Terre, et Ton 
arrivera evidemment au meme resultat. 

Ainsi Tordre des franges d*interference et par consequent les points 
oil on les observe dans les experiences d*anneaux de reflexion sent 
absolument independants du mouvement de la Terre. 

Cescalculsmeparaissents'appliquer aTexperience deM. Babinet ('), 
bien que les details de cette experience n*aient pas ete rapportes d'une 



(' ) Je ne tiens pas ici compte de la perte d'une demi-longueur d'onde qui peut roller de 
la diff(§reiice de nature des deux reflexions. 
(*) Foir premiere Partie, p. i6i. 
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maniere 9&$et esipUcite pour qu'il soil possible de la disouter avec pre* 
cision. 

Comme la positioD des fraDge9 ne depend que de la p^riode de vi- 
bration delalamerefriDgente, on voit qu'avecune source mobile el una 
lame fixe, ou bien avec une source fixe et une lame mobile, on pour- 
rait observer un deplacement des franges; mai9 Texperlence ne parait 
pas facile k realiser. 

On peut mdme aller plus loin et montrer, sans qu*U 8oit neceasaire 
de recourir k la formule de Fresnel, qu'avec une source terrestre il ne 
peut pas y avoir de deplacement des franges, Gette remarque feracom* 
prendre pourquoi de9 calculs bases sur un point de depart inexact peu*' 
vent aussi conduire k un resultat nul. 

£n efiet, quand la lumiere chemine conima nous Tavons suppose. 
Tonde qui penfatre dans la lame met k la traverser deux fois un temps 
qu'il n'est pas necessaire de preciser et, pour revenir au point A, elle 
mettra encore un temps a9. Le retard des deux ondes est done 

e(i4-a), 

et Tordre m de la frange obtenue est donne par Tequation 

mX(i -f-a) = VS(i -f-a) ou mX=:VS. 

Si la lumibre chemine en sens contraire, I'onde qui traverse la lame 
deux fois met encore le temps d, puisque rien ne distingue ce pheno- 
m^ne du premier; seulement, le retard absolu des deux ondes interfe- 
rentes sera 

e — aO^eii — a). 

Comme la longueur d'onde des rayons reflechis est X (i —a), Tordre 
mf de la frange obtenue sera encore donne par T^quation 

m'X(i-a)i=ve(i-^fl), 

ou bien 

Bien que le calcul ne fit rien prevoir, j'ai cru neanmoins devoir 
easayer Texp^rience, parce qu*elle est susceptible d*une extreme 
precision. On peut, comme I'a montre M. Fizeau, obtenir des an- 
neaux de reflexion correspondant k une differeqce de [narcbe de plus 

Annalet de i'£coie Normalt. 2* Serie. Tome HI. ^O 



394 MODIFICATIONS QU'^PROUVE LA LUMliRE 

de 5o ooo longueurs d'onde, et si le ph^nom^ne 6prouvait une alteration 
d'uD cent-millifeme de sa valeur, il serait facile de s'en apercevoir. 

Je n'ai pas k indiquer ici les m^thodes qu'emploie M. Fizeau {*) 
pour observer les anneauxd'interference qui correspondent k des dif- 
ferences de marche considerables. Je rappellerai seulement que, k Taide 
d'un petit prisme k reflexion totale place tres-pr^s du foyer principal 
d'une lentille, on fait refl^chir sur cette lentille un faisceau divergent 
de rayons qui proviennent d'une flamme d'alcool sale. Ges rayons sont 
rendus parallMes par la lentille; ils tombent ensuite sur la lame refrin- 
gente, s'y reflechissent sifr les deux faces, retournent a la lentille et 
vont converger ensuite en un point tres-voisin du prisme. En pla^ant 
Toeil en ce point, la surface de la lame est totalement illumin^e, et si 
les faces sont sensiblement parallfeles, on y voit une s^rie de franges 
plus ou moins r6guli^res, alternativement obscures et brillantes, dont 
chacune passe par tons les points oil F^paisseur est la m6me. 

Cette m^thode pr^sente quelques difficull^s qui tiennentk la nature 
de la source d'une part, et d'autre part au proc^d^ d'observation. 

II arrive souvent, quandon emploie la lumi^re d'une flamme d'alcool 
sale, que des lames d'ailleurs parfaitement travaillees donnent lieu k 
des franges tr^s-confuses, difflciles a distinguer et quelquefois com- 
pletement invisibles. Gela tient, comme I'a montre M. Fizeau, a ce que 
la lumi^rejaune de la sonde renferme, en r^alit^, deux sortesde vibra- 
tions dont les longueurs d'onde ne difierent que de i millifeme environ. 
Chacune de ces sources donne lieu k un systeme de franges parti- 
culier qui peuvent se superposer exactement, ou alterner exactement, 
ou empieter d'une manilbre plus ou moins complete. Dans le premier 
cas» les franges r^sultantes seront tres-distinctes; dans le deuxieme, 
elles disparaitront dans un ^clairement uniforme; dans le troisifeme, 
elles seront plus ou moins confuses. Comme les epaisseurs des lames 
sur lesquelles on opfere s'obtiennent un pen au hasard, on ignore ie 
cas que Ton va rencontrer, et il y a pen de chances pour qu'on tombe 
sur le plus avantageux. 

En second lieu, quand T^paisseur de la lame r^fringente est assez 
grande pour donner une difference de marche considerable, le moindre 



(') Jnnales de CfUmie et de Physique, 3* s^rie, t. LXVI, p. 4^9. 
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ohangement d'inclinaison produit une alteration sensible de la diffe- 
rence de marche et fait deplacer les franges. Ces franges, en efiet, vues 
kl'oeil nUt paraissent trfes-mobiles, et il serait difficile d'appr^cier avec 
sicurite un deplacement tres-faible du k une cause analogue au mouve-» 
ment de la Terre. L'emploi d'une lunette ne fait pas disparaitre cet in- 
convenient en totalite, parce que les franges ne se produisent pas sur 
un point de Tespace bien defini ; elles ne sont ni sur la premiere ni 
sur la deuxi^me surface de la lame, et la mise au point laisse quelque 
incertitude. 

Choix de la source de kaniere. — J'ai cherch^ d'abord a ameliorer la 
source. 

La flamme rouge que Ton obtient avec les sels de lithine n'est pas 
assez homogene quand elle a beaucoup d'eclat, ni assez ^clatante quand 
elle est homogene; les sels de lithine s'evaporent trfes-vite, de sorte 
que cette lumi^re n'est pas commode k produire d'une manifere con* 
tinue. 

Une 6tincelle enlre deux fils de thallium donne une lumi^re trbs- 
homogene a condition que I'etincelle soit trfes-faible. Comme la source 
de lumiere est alors reduite a un point, le i'eglage de Texperience est 
un pen plus d^licat; mais apres quelques essais on y parvient assez ra- 
pidement. Avec cette source de lumifere et une lame de verre de i4"'°»5 
d'epaisseur, j'ai obtenu de tres-belles franges par le proc^d^ optique 
qui sera decrit plus loin* Ces franges correspondaient a une difi*6rence 
de marche de 80000 longueurs d'onde du thallium. L'emploi du phos- 
phate de thallium, dans un bruleur k gaz, m'a donn6 d'aussi bons r6- 
sultats et d'une maniere plus commode, parce que la source avait 
alors de plus grandes dimensions. Mais, dans les deux cas, par I'etin- 
celle ou par la lampe a gaz, on ne pent obtenir de belles franges que 
si la lumifere est tr^s-faible. Pour peu qu'on augmente I'eclat, soit en 
biettant plus de phosphate, soit en rendant I'etincelle plus brillante, 
les franges disparaissent. 

J'ai essaye alors si Ton ne reussirait pas mieux avec la lumiere de la 

sonde, dont la production est plus facile, en eliminant I'une des deux 

longueurs d'onde qui se produisent simultanemeut. 

On pent d'abord avec un spectroscope ordinaire produire les deux 

So. 
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raies brillantes de la 8oude» eliminer Tune d'elles par lift derail et oti- 
liser l*autre. 

Dans cetle experience, et dans toutes celled oil Ton utiliserait les 
phdnom^nes d'interfdrence ordinaire, la ndcessitd d'employer une fente 
6troite fait perdre beaucoup de lumiere; on obtient un resultat plus 
satisfaisant en profitant de la double refraction pour dteindre Tune des 
sources. Yoici la disposition de Texperience : 

Une flamme jaune est placde au foyer principal d'une lentille qui 
rend les rayons paralleles. Le faisceau lumineux traverse eiisuite un 
prisme de Nicol qui les polarise, puis une lame de quartz parallele a 
Taxe et dont la section principale fait un angle de 4^ degrds avec le 
plan primitif de polarisation, et enfin un deuxieme Nicol dont la sec^ 
tion principale est parallele ou perpendiculaire k celle du premier et 
pour eteindre ceux des rayons qui au sortir du quartz sont polarises 
dans un certain plan. En choisissant convenablement Tepaisseur de la 
lame cristalline, on pourra faire en sorte que les rayons des deux \on^ 
gueurs d'onde qui existent dans la lumiere jaune soient, a la sortie 
du quartz, polarises dans deux plans rectangulaires et Eteindre Tun 
des systbmes par I'analyseur. Le calcul de cette epaisseur est tres- 
simple. 

Designons par /lo et /leles indices de refraction ordinaire et extraor- 
dinaire du quartz pour la longueur d*onde la plus grande X ; n^ et n^ les 
indices relatifs a la longueur d'onde X'; E Tdpaisseur de la lame, et 

supposons que la difference de marche soit am - pour le premier et 
(a m -h I ) - pour le second ; on aura 

2 





am - — (n,— «o)E, 
a 




{2m-M)^_(»'-«;)E. 


On en deduit 






2 m -h 1 X ^c '*/» 




am X' !»,— n. ' 


ou sensiblement 


* 




2 m + 1 X I X — X' I 
am X'* am X' q«3 
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L'^paisseor qui eonvient eM alori^ 

2 /i« — n, 

Od trouve pour le quartz 

Un cdlcul analogue pour le spalh dMslande donnerait 

Avec une lame de cette ^paisdeur les rayons de longueur d*onde X 
festeront> k la sortie du crista], polarises dans le plan primitif; leplan 
dte polarisation des autres aura tourn^ de 90 degr^s. II suffira done de 
croiser les deux Nicols pour faire disparaitre en totalite ces derniers. 

En r^lit6, on n'obtient pasrigoureusementT^paisseur qui conyient, 
nais cela n'est pas n^cessaire. On remplace la lumi^re jaune par une 
lumiere blanche sur laquelle on maintient les deux raies D, et Ton exa- 
mine la lumifere ^mergente ayec un spectroscope. Le spectre est alors 
fiillonn6 de bandesd'extinction; on fait tourner un peu la lame cris- 
talline pour augmenter ou diminuer la difference de marche, et Ton 
amtoe une des bandes noires sur Tune des deux raies D. L'appareil est 
alors r^gl^i et en T^clairant avec la lumi^re de la sonde il ne laissera 
l^saer que des rayons d*une seule longueur d'onde. 

Pour que reipirience r^ussisse bien, il faut que la difference de 
marche soit sensiblement la m£me en tons les points de la lame cris- 
tallin^. L*emploi du spath d'Islande ne conyient pas, parce que T^pais- 
seur est trop faible et que les moindres d^fauts des surfaces ont une 
iafioenee notable; on n'arrive pas alors k ^teindre compUtement Tune 
des deux raies briliantes. Le quartz, au contraire, donne des risultats 
excel lents. 

La perte de lumiere est dssez faible. En effet, le premier Nicol en- 
Ik^e la iii<oiti6 de la lumibre incidente et le second la moiti^ du reste. 
L*eclat de la lumiere emergente est done le quart de telui de la source 
et la moitie de celui qui correspond k la longueur d'onde utilise. 

Avec cette disposition, on obtient des franges sur toutes les lames, 
d'ipaisseur inferieure k 10 millimetres, qui n^en donnaienl pas pr^ce- 
demment avec la lumifere de la soude seule, k cause de Tempietemeut 



3g8 MOBIFICATIOKS QU'^PRODVB LA LUMI&RE 

plus ou moins complet des deux systemes simultanes, et les franges 
obscures sont parfaitement noires. 

En produisant les franges a I'aide d'une lame d'air dont on fera 
r^paisseur d'une manifere continue, on ne doit pas observer ces alter- 
natives de disparition et de reapparition de franges qui ont &te signa- 
lees par M. Fizeau. En effet, j'ai realise Texpdrience avec deux lames 
de verre dont Tune etait fixe et I'autre port^e par le chariot d'une 
machine a diviser. En faisant marcher la lame mobile de mani^re k 
augmenter progressivement Tepaisseur de la lame d'air, le champ res- 
tait convert sans interruption de franges qui couraient toujours dans le 
meme sens jusqu'a ce que I'intervalle des lames fut d'environ i5 mil- 
limetres, ce qui correspond k une difference de marche de 5o ooo lon- 
gueurs d'onde. Les franges sont alors moins nettes, plus agitees, ce 
qui pent tenir en partie aux defauts d'homog6neite des differents 
points de la couche d'air. Je n'ai pas reussi d'ailleurs k pousser Tex- 
p^rience plus loin. 

J'ai et6 surpris de constater que I'emploi de Tappareil a extinction 
de I'une des raies D ne permet guere d'observer plus facilement les 
franges qui correspondent k une difference de marche considerable, 
celles que donnent des lames de verre de 1 2 a 1 5 millimetres d'epais- 
seur, par exemple. Ce qui explique cette circonstance, c'est que pour 
la flamme de la sonde rendue homog^ne, comme pour la lumiere du 
thallium, les franges s'evanouissent aussitdt qu'on augmente Teclat de 
la source. 

Les causes principales qui limitent le nombre des franges que rou 
pent observer sont done les suivantes : 

1^ En un point determine de la source il se produit des change- 
ments physiques qui alt^rent de temps en temps la phase de vibratioDt 
de sorte que les rayons interferents n'ont plus la mSme origine* Cette 
cause d'alt6ration agit beaucoup moins vite que ne le pensait Fresnel, 
et rien n'indique qu'elle ait de I'influence dans les phenom^nes que 
nous pouvons observer. 

2® Les milieux dans lesquels se produit la difference de marche ne 
sont jamais absolument homog^nes. 

3® Une source de lumiere homogene n'emet, quand elle a pen d*in- 
tensite, que des rayons d'une longueur d'onde bien definie; mais* a 
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mesure que TSclat augmente pour une cause quelconque, elle ^met en 
inline temps des rayons dont les longueurs d'onde sont voisines en 
plus et en moins. Ces vibrations nouvelles donnent des syst^mes de 
franges un peu differents qui finissent par envahir le champ et pro- 
duire un eclairement uniforme. On s'en assure, du reste, en observant 
une telle source avec un spectroscope; on aper^oit d'abord une raie 
tr^s-fine, comme la fente, et, a mesure qu'on augmente I'intensite de 
la source, cette raie devient baveuse en s'elargissant des deux cotes; 
les instruments d'acoustique presenteraient d'ailleurs des propriet^s 
tout a fait analogues. Cette derniere cause est celle qui parait avoir 
la plusgrande influence. 

Mode dT observation des /ranges. — Je n*ai pas tire grand profit, comme 
on le voit, des modifications apportees h la source de lumifere; mais 
je crois avoir 6t6 plus heureux pour le mode d'observation, en pro- 
duisant les franges dans un plan bien defini, au lieu d^examiner celles 
qui se forment dans Tint^rieur de la lame elle-meme, en des points 
qu*il est difficile de pr^ciser. 

Supposons d'abord que les faces de la lame soient rigoureusement 
planes et parallMes; eclairons-la par une source assez large pour don- 
ner des rayons de toutes les directions, et considerons h part chacun 
des faisceaux de rayons parall^les. 

Le faisceau normal k la lame se reflechit normalement, et les deux 
syst^mes de rayons qui le constituent ont une difference de marche 
exprim^e par la formule 

A = 2 ne H — • 

2 

En recevant ce faisceau sur une lentille convergente, on obtiendra 
au foyer principal un certain phenomene, une interference complete 
par exemple. 

Un faisceau qui fait avec la normale k la lame un angle i corres- 
pondant k un angle de refraction r eprouve une difference de marche 

A=2necosr4- - • 

2 

Ces rayons, une fois rdflechis sur la lame puis rdfractds dans la len- 
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tille eonvergeDte, iront former dans le plan focal principal un autre 
phenomena, par exemple nn maximum de lumiere. 

En menant par le centre optique de la lentille une s^rie de droites 
faisant le mdme angle i avec la normale a la lame reflechissante, on 
formera un cone dont les generatrices seront paralleles aux diffi§rents 
faisceaux qui se r^flechissent sous le meme angle et ont la mdme dif- 
ference de marcbe. Ce cone determinera sur le plan foeal un cercle 
dont tons les points seront ^galement ^clair^s. 11 se produira done dans 
le plan focal principal de la lentille une s6rie d'anneaux oirculaires, 
alternativement brillants et obscurs, absolument fixes et ind^pendants 
de la position de Toeil; les pointes comporteront alors plus de rigueur. 
Si Ton se borne aux rayons peu ecartes de la normale, on pourra 
representer la loi des premiers anneaux par la formule suivante : 

dans laquelle p est le rayon d'un anneau, /la longueur focale de la 
lentille, m^ I'ordre de la frange centrale et m I'ordre de Tanneau con- 
sidere. 

On pent observer ces anneaux a I'oeil nu, en pla^ant la flamme entre 
I'oeil et la lame, comme Ta remarqu^ d'abord Haidinger avec une lame 
de mica, ou mieux en faisant reflechir la lumiere incidente sur la lame 
k I'aide d'une lame transparenle. Cette derniere disposition permet de 
voir aisement le centre des anneaux, lequel est situe sur la normale et 
ne pourrait se voir qu'a travers la flamme elle-meme dans la disposi- 
tion precedente. 

Dans les deux cas, il faut accommoder Foeil pour voir a Tinfini, et Ton 
apercoit de beaux anneaux circulaires. Pour fixer la position de ces 
anneaux, il sulBt de remplacer Tceil par une lunette astronomique a 
reticule. Les anneaux se dessinent alors au foyer principal de I'instru- 
ment, et on les pointe avec toute Texactitude desirable k I'aide d*un r6- 

ticule. 

Nous avons suppose que les deux faces de la lame 6taient rigoarea- 
sement planes. Lorsque cette condition ne sera pas suffisamment 
remplie, le faisceau reflechi parallMement a une direction determinee 



(*) d>mates de Chime ei de PtyHiue, 4* iMe, t. XXffl, p. itS. 
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et provenant des differents points de la surface ne sera pas form^ de 
syst^mes de rayons ayant tons la meme difference de marche; t'inten- 
sit^ ne sera jamais nulle au point de concours dans le plan focal et les 
interferences regulieres disparaitront. Comme il n^ a pas lieu d'espe- 
rer de lames parfaites, on elude la difBcuIte en posant entre la lame et 
la ientille qui forme Tobjectif de la lunette un diaphragme de grandeur 
convenable. Le diaphragme remplit le mSme role que ceux que Ton 
emploie dans certains objectifs de photographic. 

Le phenom^nc produit en un point mdu plan focal de I'objectifL 
[fig^ 17) provient des rayons qui sesont reflechis sur une portion M de 
la lame ayant la m£me etendue que I'ouverture du diaphragme. Si la 
lame M est assez bien travaillee pour que les systemes de rayons qui con- 
stituent ce faisceau aient sensiblement la meme difference de marche, on 
obtiendra en/Ti une interference reguliere. Si cette condition n'estpas 
remplie, on reduira davantage Touverture du diaphragme, jusqu'k 
ce que les franges soient bien nettes. Ces franges ne sont plus circu- 
laires, bien entendu : ce sont les anneaux deformes en chaque point m 
d'une quantite proportionnelle a la variation d*epaisseur de la lame au 
point correspondant M. L'etude de la lame pourrait done etre faite par 
la mesure de ces deformations. 

J'ai employe de preference une autre disposition equivalente en 
th^orie, mais qui a I'avantage de menager toute la lumiere incidente. 

Les rayons lumineux partis de la source S tombent sur une Ientille 

Fig. 17. 




K qui forme au point P une image de la source. En ce point est un 
prisme a reflexion totale situe entre la Ientille convergente L et son 
foyer principal F. Les rayons reflechis par ce prisme tombent sur la 
Ientille L, puis sur la lame MM', revicnnent a la Ientille et vont conver- 

Annales de I'Ecole Normale. j* Serie. Tome III. ' 5 1 
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ger en P' au delk du foyer priocipal. Lk se trouve Fobjectif d'une pe- 
tite lunette a reticule A qui vise au plan focal principal F. On distingue 
ainsi a I'aide de cette lunette les franges qui se produisent dans le 
plan focal principal. 

On voit aisement que le prisme reflecteur P, qui est en r^alite beau- 
coup plus petit que ne I'indique la figure, fait fonction de diaphragme. 
En effet, les rayons qui reyiennent de la lame MM' dans la direction 
Om proviennent de rayons incidents qui sont partis du prisme P dans 
une direction telle que PI, et qui ne couyrent sur la lame MM' qu'une 
etendue a pen pres cgale a celle du prisme lui-mSme. Ces rayons, ne 
proyenant ainsi que d*une region tres-petite M, produiront au point m, 
dans le plan focal, un phenomene regulier d*interference correspon- 
dant ^ I'epaisseur de la lame au point M et a rinclinaison du faisceau. 
On ameliore encore le phenomene en diaphragmant un peu Tobjectif 
de la lunette d*obseryation en P'; c*est comme si Ton reduisait les di- 
mensions du prisme a reflexion. 

Par ce moyen, on obtient de tres-belles franges bien nettes et abso- 
lument fixes ayec toutes les lames epaisses qui ne donnaient, par les 
precedes ordinaires, que des franges yagues et agitees. 

Le mode d'observation etant bien determine, j'ai essaye si le mouye- 
ment de la Terreaurait une influence appreciable. Unappareil analogue 
a celui que je yiens de decrire etait installe sur la table mobile autour 
d'un axe vertical, et, apres ayoir pointe une frange, on dirigeait I'appa- 
reil de fagon que la lumiere incidente marchat alternatiyement dans le 
sens ou en sens contraire du mouyement de la Torre. Le resultat a ete 
constamment negatif, comme on s'y attendait. 

Voici, par exemple, une observation faite le 24 decembre 1871, a 
1 1^*30" du matin. 

La lame etait en flint et ayait 10 millimetres d'epaisseur, cequi don- 
nait une difference de marche de plus de 5oooo longueurs d'onde. On 
a examine avec attention la position des franges par rapport au reti- 
cule de la lunette, en dirigeant alternatiyement Tappareil vers Test et 
vers Touest, et Ton a pu s'assurer que, s'il y ayait un deplacement, il 
etait certainement inferieur au dixieme de la distance de deux franges 
brillantes, c*est-a-dire qu'il n'etait pas la cinq cent millieme partie de 
la difference totale. 
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XL — Anneaux de transmission. 

Les anDeaux de transmission sont moins faciles k observer parce 
qu'ils se produisent sur un fond eclaire, les minima n'etant que de 
petits affaiblissements de Inmiere par rapport h reclairement general. 

D^ailleurs, puisque le phenomfene est exactement complementaire 
de celui des anneaux de reflexion, et que ces derniers ne sont pas in- 
fluences par le mouvement de la Terre, il est certain que la position 
des anneaux de transmission ne sera pas nonplus modifiee. 

Sans repeter les calculs, it est facile de voir qu'en theorie les phe- 
nomenessont identiques. 

En efiet, pour produire les anneaux de reflexion, les deux ondes 
entre lesquelles s'etablit une difierence de marche se separent sur la 
premiere face de la lame. L'une des ondes sereflechit immediatement; 
I'autre traverse la lame deux fois pendant que cette lame se deplace en 
vertu du mouvement de la Terre, dans le sens des rayons incidents par 
exemple. 

Au contraire, si Ton observe les anneaux de transmission, on n'a 
qu'a supposer la source de I'autre cote. La lumi^re incidente traverse 
d*abord la lame jusqu'k la face de sortie. Ici Tonde se partage en deux 
dont Tune suit son chemin, I'autre retourne a la face d'entree pour s'y 
reflechir encore. Ces deux derniers passages a travers la lame sont ab- 
solument identiques k ceux que nous avons consideres dans le cas des 
anneaux de reflexion et la difierence de marche geom^trique sera 
exactement la meme. 

Je n'ai d'ailleurs fait aucune experience a grande difference de 
marche avec les anneaux de transmission, parce que I'observation en 
serait tres-difficile. 

XII. — Anneaux des lames mixtes. 

On pent appeler anneaux de rdf ruction [^ ) ou anneaux des lames 
mixtes (pour rappeler une ancienne observation d'Young) les ph^no- 

(' ) Annales de Chimie et de Physique, 4* s^rie, t. XXUI, p. ii8. 

5i. 
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menes que Ton obtient par rinterferencc de deux faisceaux de lumi^re 
qui ont parcouru le meine cliemin geometrique, Tun dans l*air, Tautre 
dans un milieu refringenl, ou bien encore qui ont traverse deux mi- 
lieux differents d*epaisseurs egales et inegalement refringents. 

Pour calculer ces phenomenes, evaluons d'abord le temps quemettra 
une onde incidente AP [fig. i8) pour aller du point A de la face d'en- 

Fig. 18. 




tree au point B de la face de sortie, situe sur la meme normale. Ce 
temps est celui que mettra Tonde refractee AR pour aller aussi du 
point A au point B, ou bien celui que met le rayon refracte A A' pour 
aller du point A au point G. Ge temps est 



^ AC ccosr 



necosr 
— lif — > 



les lettres ayant les memes significations que precedemment. 

Le chemin que la lumiere aurait parcouru dans le vide pendant le 
meme temps Q est 

\ 9 =z necosr. 

Le chemin equivalant au temps n^cessaire pour traverser de la mSme 
maniere et sous la mSme incidence un autre milieu d'egale ^paisseur et 
d'indicc de refraction n' sera de meme 

n'e cosr', 

de sorte que la difference de marche de deux rayons qui auront tra- 
verse deux milieux differents dans ces conditions sera 

A,=:e (n cosr — n' cosr'). 
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En particulier, si Tun des milieux est siinplement le vide ou I'air, il 
sufBra de remplacer n' par i, Tangle r' deviendra 6gal a i, el la diffe- 
rence de marche sera 

Aa- e (/I COST — cos/). 

Eniin, si les lames sont normales au faisceau incident, ces differences 

de marche deviennent 

A, = e(n-- n'j, 

A, — e(ii — i). 

Pour faire interferer deux pareils faisceaux de lumiere, on pent em- 
ployer plusieurs moyens; ]*en vais indiquer quelques-uns. 

Avec une source de lumiere homogene, on pent prendre un collima- 
teur k fente et une lunette astronomique, entre lesquels on place une 
lame refringente de maniere k intercepter Tune des moities du faisceau 
de rayons parallMes qui vont du collimateur a la lunette. 

On obtient ainsi au foyer principal de la lunette un systeme de franges 
qui provient de Tinterference des deux moities du faisceau lumineux. 
Ces franges correspondent au phenomene de diffraction produit par 
une fente etroite; elles sont d'autant plus larges que le faisceau de lu- 
mihre utilisee est plus etroit. 

Si la source de lumifere n'est pas homogene, les differents points du 
plan focal de la lunette sont en meme temps le siege de franges 
obscures ou brillantes, provenant de differents faisceaux homogenes 
emis par la source, et, si la lame M n*est pas tres-mince, on observe 
un ^clairement homogene. Pour distinguer les franges, il suffit d'em- 
ployer la methode generate de MM. Fizeau et Foucault et d'analyser par 
un spectroscope k fente le phenomene qui se produit en chaque point 
du champ : on obtient alors un spectre cannel^. 

On peut simplifier I'appareil en utilisant le phenomene des bandes 
de Talbot (^ ). II suffit pour cela de placer la lame refringente sur Tune 
des moities du faisceau lumineux dans un spectroscope ordinaire, en 
ayant soin toutefois que la portion du faisceau sur laquelle on ^tablit 
ainsi un retard soit celle qui traverse les prismes r^fringents dans le 
voisinage de Tarete, c'est-a-dire du cote oppose k celui vers lequel s'ef- 



(*) Voir Journal de Physique^ 1. 1, p. i8a. 
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fectue la dispersioD. On obtient ainsi dans le spectre les memes canne- 
lures que precedemment» mais avec plus de lumiere, parce qu'on n'a 
besoin alors que d'une fente. 

Quel que soil le moyen employe pour produire des bandes dans le 
spectre, on ne pent pas alteindre ainsi une difference de marcheassez 
grande pour la question qui nous occupe. En effet, il serait difficile 
d'apercevoir dans un spectre 5ooo bandes d'interf^rence, et meme si 
Ton y parvenait la difference de marche serait alors d'environ 5ooo lon- 
gueurs d'onde pour le rouge extreme et loooo longueurs d'onde pour 
Textreme violet. Avec un reseau de franges aussi serr6es il ne serait pas 
possible d'apercevoir un petit deplacement. 

Le moyen qui reussitle mieux pour obtenir les anneaux des lames 
mixtes, avec de grandes differences de marche, est le refractometre 
interferentiel de M. Jamin. 

Lorsque les lames de cet appareil sont exactement parallbles (*) et 
qu'on rcQoit la lumiere emergente sur une lunette, on obtient, au foyer 
principal de cette lunette, des franges d'autant plus larges que les 
verres sont plus homogenes. En interposant alors une lame refrin- 
gente sur le trajet de I'un des deux faisceaux interferenls, on ob- 
tient au foyer principal de la lunette d'observation, si la source de 
lumiere est homogene, une s^rie d'anneaux circulaires. Le centre de 
ces anneaux correspond aux rayons qui ont traverse normalement la 
lame refringente; chacun des anneaux circulaires est du aux differents 
systemes de rayons parallbles qui ont traverse cette lame sous une 
meme incidence. 

Les rayons des premiers anneaux sont representes par la formula 

lorsque la difference de marche est due a ce que Tun des rayons seu- 
lement a traverse un milieu refringent. 

Si les deux moities du faisceau avaient traverse deux milieux difTe- 



(*) yoir, pour la theorie de Tappareil de M. Jamin, Jnnales de Chimie et de Physique, 
4'8^rie, t. XXUI, p. i4i. 
(') Annales ile Chimie et de Physique, 4* s^rie, t. XXIII, p. lao. 



PAR SUITE DU MOUVEMElfT DE LA SOURCE LUMINEUSE, ETC. ^O'J 

rents, les rayons des premiers anoeaux seraient donnas par T^qua- 
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p^=P(m— nto)- 
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Le seul point sur lequel il y ait lieu d'insisler est que les diametres 
des anneaux sont d'autant plus grands que la longueur focale de la lu- 
nette est elle-meme plus grande. 

On pent remarquer encore que, la lame refringente n'intervenant ici 
que par Texefes de Tindice de refraction sur Tunite, le travail des sur- 
faces n'a pas besoin d'etre aussi parfait que lorsqu'il s'agit de pro- 
duire des anneaux de reflexion ou de transmission; on verra, en effet, 
qu'il a ete possible d'obtenir des anneaux reguliers avec des epaisseurs 
de verre de pres de 3o millimetres. 

Pour determiner Tinflucnce que pent avoir le mouvement de la Terre 
sur le phenomene, il sufiit evidemment d*examiner si la frange cen- 
trale qui correspond aux rayons normaux pent etre modifiee. 

Supposons que Ton emploie une source mobile avec Tobservateur, 
puisque c'est le seul cas pratique, et admettons que le mouvement de 
la Terre soit parallMe aux rayons incidents SA qui tombent sur la 
lameM(y?^. 19). 

Fig. 19. 
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La Vitesse des ondes relative a la lame est, comme nous I'avons vu 
plus haut. 






de sorte que le temps necessaire pour qu'une onde traverse la 
lame est 

e e 
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En negligeant des quantites de Tordre du carre de raberration, on 
obtient 

Pendant ce temps d* la deuxieme face B de la lame est venue en B' 
et a parcouru un espace BB'= u^. L'onde consideree est en ce point B" 
et )e chemin AB' qu'elle a parcouru est egal a 

en faisant abstraction de termes negligeables. 

Le chemin parcouru pendant le meme temps d, par le rayon qui a 
marche dans Fair, est 

V0=e(/n-a). 

La difference de marche A est done 

A~e(/i-ha) — ^(i4- an) = e (n — i)(f-- a). 

Comme la longueur d'onde de la lumiere, en vertu du mouvementde 
translation, est devenue X (i — a)» I'ordre m de la frange obtenue sera 
donne par Tequation 

e(n — i)(i— a) = mX(i — a), 

ou bien 

C'est exactement Tequation qu'on aurait obtenue si Ton avait sup- 
pose la source et Tobservateur immobiles. 

On arrivera evidemment au meme resultat en supposant dans le 
calcul que les rayons incidents se propagent en sens contraire du de- 
placement de la lame. 

II en resulte done que ce nouveau genre de phenomenes doit aussi 
conduire a un systeme de franges absolument independant du mouve- 
mentde la Terre. 

On voit aussi que le deplacement des franges ne serait pas nul si 
Ton pouvait operer avec une source fixe; ce deplacement correspon- 
drait alors au changemeut de periode apparente de vibration. 

De meme encore on serait conduit a un deplacement de franges si le 
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tcrme U qui entre dans la formule n'^tait pas independant du mouvc- 
ment de la Terre, c'est-a-dire si Ton n'acceptait pas I'interpretation que 
nous avons donnee de la formule de Fresnel. Les deux experiences qui 
suivent donneront une idee delaprecision que Ton pent atteindre. 

Premikre experience. — 24 niars 1870; 10^ 3o" du soir. 

On s'est servi d'une lame de flint l^ger de 10*°°^, a d'epaisseur. Les 
franges sont Itres-belles, et Ton juge qu'il n'y a pas un deplacement 
d'un dixi^me de la distance de deux franges brillantes, lorsque Tappareil 
est dirige alternativement vers Test et vers Touest. La difference de 
marche 6tant d'environ 10 000 longueurs d'onde» le deplacement, s'il 
existe, n'est done pas la cent-millifeme partie de la difference de 
marche. 

Deuxi^me experience. — 29 mars 1870 ; 1 1^ 45" du soir. 

L'exp^rience a 6te recommencee avec une lame de crown de 28 mil- 
limetres d'epaisseur environ. II n'y avait pas un deplacement d'un 
hultifeme de frange quand Tappareil etait alternativement dirige vers 
Testou versTouest. La difference de marche des deux faisceaux ^tant 
d*environ 24000 longueurs d'onde, il n'y avait done pas un deplace- 
ment correspondant ^ la cent quatre-vingt-douze-millifeme ou la deux 
cent-millifeme partie de la difference de marche. 

Comme on le voit, c'estune quantite vingtfois plus faible queTaber- 
ration. 

XIII . — Experience de M. Hoek. 

M. Hoek(^) a public r^cemment des experiences int^ressantes par 
lesquelles il s'est propose en particulier de determiner le degre d'exac- 
titude de la formule de Fresnel. 

Le principe de ses experiences est le suivant : 

Deux faisceaux lumineux A et B marchent parallelement et Tun 
d*eux A traverse un milieu r^fringent M. Ces faisceaux se r^fractent 

(* ) Archives ncerlandaiscs, t. ffl, p. 180 (1868), el I. IV, p. 443 (1869). 
Annah$ de Vtcole Normale. a* S^rie. Tome 111. 52 
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sur unc IcDlille convergente» vont au foyer principal se refl^chir sur 
un miroiretreviennentensuiteen echaDgeantleurschemins; au retour 
le faisccau A\ issu du premier faisceau A, passe dans Tair, (andis que 
le second B\ issu de B, traverse le milieu refringent. 

Si Tappareil est entierement immobile, il est clair que les retards 
eprouves par les deux faisceaux seront identiques a Taller et au retour 
et que la difference de marche finale sera nulla. 

Mais si le milieu refringent est en mouvement, dans le sens, par 
exemple, des rayons incidents, le retard imprime par ce milieu aux 
faisceaux qui le traversent pourra n*etre pas le mSme, et Tun d'eux 
pourra acquerir une certaine avance. Au contraire, en changeant le 
sens du mouvementdu milieu, Tavancese portera sur I'autre faisceau, 
et Ton pourra observer un certain deplacement ou une production de 
franges. 

L'experience ayant ^t^ negative, M. Hoek en conclut Inexactitude de 
la formule de Fresnel, mais sans avoir remarque la difference qui existc 
entre cette experience faite avec une source terrestre et Texperience 
d'Arago oil Ton employail la lumiere des etoiles. Le calcul de Texp^- 
rienoe de M. Hoek pent, d'ailleurs, etre presente d'une manifere tres- 
simple. 

Supposons que le milieu M, termine par deux faces paralleles, marche 
avec la Terre dansle sens des rayons incidents ; nous avons vu (p. 4o8) 
que le temps employe par une onde A ^ traverser cette lame est 

c 

01= — : (/t-+- a). 

Pour parcourir le meme chemin relatif dans Tair, une onde du fais- 
ccau B emploiera le temps 

Lc retard t de ces deux ondes est done 

On voit que le retard imprime par le milieu refringent au faisceau 
qui Ta traverse est independant de Taberration a et par consequent du 
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sens dans lequel a lieu le inouvement de la Terre. Au retour, le retard 
imprime a Tautre faisceau sera le meme, et si cesdeux faisceaux A etB 
sont partis d'un meme point en concordance, ils y reviendront sans 
difference de marche. Le mouvement de la Terre ne pent done avoir 
aucune influence sur les phenonoenes observes dans cette experience. 

Ce resultat, comme la plupart de ceux que j'ai indiques deja, n'est 
conopatible qu*avec la formule de Fresnel. On peut le monlrer aise- 
ment. 

Supposons que la vitesse de propagation d*une onde dans un milieu 
qui est entraine dans le meme sens ait pour expression 

a etant une quantite que Ton determinera de nianiere a satisfairc a 
Texperience, et qui dans tons lescas est egale a Tunite lorsque Tindice 
de refraction estegal a i. 

La vitesse de Tonde A par rapport au milieu refringent M sera 
egale a 

U'— w, ou bien U — aw; 

le temps 9 necessaire pour traverser cette lame sera 

e e [ 0Lu\ ne I noLii\ 



ou 



ru ^ (n -4- /I'aa). 



L'autre faisceau B metira pour parcourir le meme chemin dans Tair 
le temps 

Le retard des deux ondes sera done 

X =^ - 0' = -^ [n — \) -\- ^ a (fi} a. —\). 
Au retour^ c'est le faisceau B' qui sera modifie, et, comme il tra- 

52. 
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<j^ersc le milieu M dans ud sens oppose au transport de ce milieu, le 
retard des deux faisceaux sera 

En definitive, le retard resultant sera egal a la difference des deux 
retards T et T, , e'est-a-dire 

(l) y«(/t'a — I). 

Si Texperience indique que ce retard est absolument nul, il faudra 
en conelure nccessairement 

I 

ou bien 

U'=U-.«(.-l,). 

c*est-a-dire precisement la formule donnee par Fresnel. 

M. Hoek considere aussi son experience comme un moyen de ve- 
rifier avec quel degre d'approximation le terme de correction, qui 
entredans la formule de Fresnel, represente lechangement de vitesse 
desondes du au mouvement du milieu refringent. 

Si la vitesse de ce milieu s*ajoutait simplement a la vitesse de la 
lumiere, on aurait 

ce qui donneraitpour retard enlre les deux faisceaux, dans rexperience 
de M. Hoek, 



If* e I 



V V Sooo 



Si la vitesse de propagation etait independante du transport du mi- 
lieu refringent, a seraii egal a i; Texpression (1) donnerait alors un re 
tard du sens contraire et egal a 



?♦? 



ytf V«~*.- 
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En prenant i,5 pour rindice de refraction, on obtiendrait 

-=7^(2,25— i) =« a 2, DO = ^7 • 

V V V 4000 

On voit que dans le premier cas le retard de Tun des deux faisceaux 
serait la cinq-millieme partic du temps que mettrait la lumiere a par- 
courir dans I'air un cbemin egal a Tepaisseur du milieu interpose, et 
que dans le second cas il en serait le quatre-millieme, mais en sens 
contraire. Plus simplement la difference de marche serait le cinq-mil- 
lieme ou le quatre-millieme de cette epaisseur. 

Si cette epaisseur est de 100 millimetres comme dans Texperience 
de M. Hoek, la difference de marche serait de 4o ou 5o longueurs 
d'onde. Comme il est certain, d'apres M. Hoek, que le deplacement 
n'est pas d'une demi-longueur d*onde, il en resulte que la formule de 
Fresnel sc trouve verifiee a un ceutieme pres de sa valeur. 

(Lescalculs deM. Hoek ne sont pas presentes tout a fait de cette 
maniere; mais, au lieu de discuter ses raisonnements, j'ai prefere leur 
donner une forme qui me {)arait plus rigoureuse, le fond restant d*ail- 
leurs le meme. ) 

J'ai dejk indique la disposition (^) de Tune des experiences de 
M. Hoek. 

Dans un autre appareil mieux combing, la lumiere partait d'une 
fente S placee au foyer principal d*un collimateur L, se r^flechissait 
en partie sur la premiere face d*un prisme P, traversait ensuite Tob^ 
jectif V et la fente S' d'un deuxieme collimateur, puis les deux lunettes 
et le milieu refringent^comme dans la premiere experience, et revenait 
ensuite, par le collimateur S'L', tomber de nouveau sur le prisme P. 
La lumiere de retour etait r^fractee dans le prisme, et on Tobservait 
avec une lunette. 

Cette deuxifeme experience n'a pas mieux reussi que la premiere; 
quelque direction que Ton donnat a Tappareil, on n'a jamais apergu 
de minima dans le spectre. M. Hoek en conclut Inexactitude de la for- 
mule de Fresnel. 

En toute rigueur, on pourrnit dire que ces experiences ingenieuses 



(') Premidrc Parlie, p. 16a. 
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de M. Hoek sont doublement negatives. II n'est pas prouve que, si Ic 
phenomene donnait lieu reellement k un retard entre les deux fais- 
ceaux, l*appareil ferait voir les bandes qui en resulteraient. En d'au- 
tres termes, on n*est pas certain que I'appareil soit suffisamment regie 
pour montrer les bandes d'interference qui ponrront se produire. 

Supposons, en cflct, que pour une certaine couleur les deux fais- 
ceaux produisent sur la fente du spectroscope dans le premier appareil 
une interference complete. II y aura en ce point une bande obscure; 
mais, comme la lumiere ne pent pas s'aneantir, cette bande sera bor- 
dee a droite et a gauche de deux bandes brillantes. Si Tintervalle de 
ces franges, qu'il faudrait determiner, etait plus petit que la largeur 
de la fente du spectroscope, on n'en serait pas prevenu et le spectre 
n'offrirait en aucun cas des cannelures brillantes et obscures. II n'est 
meme pas impossible que le choix de la direction des fentes n'ait ete 
mal fait, que les franges produites par la lumiere qui provient de 
Tun des points de la source ne soient perpendiculaires a la fente du 
spectroscope, auquel cas le spectre ne pourra deceler aucune interfe- 
rence. 

J*exagere sans doute les objections, mais on ne saurait etre trop 
prudent pour tirer une conclusion d'une experience negative. Je crois, 
par exemple, que Texperience de M. Hoek serait singulierement ame- 
lioree si Ton produi^ait artificiellement une difference de marche entre 
les deux faisceaux, en etablissani une lame mince sur le trajet de Tun 
d'eux. On obtieudrait ainsi dans le spectre des bandes d*interferencc, 
et il restcrait a constater si ces bandes se deplacent ou sont immobiles. 

Quoi qu*il en soit, j'ai essaye de repeter cette experience de M. Hoek 
sous une autre forme; j'y etais d'autant plus interesse qu*a I'epoque 
oil j*ai fait cette tentative je croyais encore a la necessite de modifier 
le terme principal U de la formule de Fresnel suivant le sens du mou- 
vement; dans cette hypothese, Texperience de M. Hoek devait donner 
un r^sultat positif allant jusqu'a une frange entiere avec les lames dont 
je me servais. 

La disposition experimentale que j'ai employee a etc imaginee par 
M. Jamin (*). A IVide d'une plaque de verre epaisse L {fig. 20), ar- 



( ' ) Annalcs ile Chimie ct fie Phrsif/nc, 4*" serie, I. \Xm, p. 146. 
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gentee sur sa dcuxieme face, on partage ud faisceau de lumiere KI en 
deux aulres Im' et Rm, dont Tun est reQechi sur la premiere face et 
Tautre sur la seconde. Ces deux faisceauxt en se reflecbissant sur deux 
miroirs h angle droit m ct m\ echangent leurs routes, reviennenl h, la 




plaque L et reprennent identiquement le chemin IK, si ehacun d*eux 
eprouve au retour une reflexion diflerente de celle qu'il a subie a 
Taller. Ces deux faisceaux ainsi superposes peuvent donner lieu a des 
pbenomenes d'interference. 

Si les miroirs m elm' sont rigoureusement rectangulaires et si leur 
intersection est parallele k la plaque L, la difference de marche est 
nulle pour les faisceaux de toutes directions, et Ton n'obtient pasde 
franges. 

Si, les miroirs elant toujours rectangulaires, leur intersection fait 
un petit angle avec la plaque L, on apercevra, en examinant la lumifere 
de retour, soit a Tceil nu accommode pour la vision eloignee, soit avec 
une lunette pointee sur Tinfini, un syst^me de /ranges rectilignes per- 
pendiciUaires a la projection do. VarSte des deux miroirs sur le plan de la 
plaque L. En particulier, si la plaque est verticale et les deux miroirs 
m et mf a pen pres verticaux, les franges seront horizontales. 

La figure indique sufBsamment lesautres parties deTappareil : S est 
une source de lumiere blanche, une lampe a gaz ou a petrole; P est un 
prisme a angle tres-aigu pour eliminer la lumifere reflechie sur une des 
faces; L est une des plaques epaisses de Tappareil interferentiel de 
M. Jamin; MN le milieu interpose sur le trajet de Tun des faisceaux. 
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Quand Ir lumicre revient, ellc traverse en parlie leprisme P, et Ton ob- 
serve les franges avee une lunette astronomique / a reticule. Comme la 
distance des franges est en raison inverse de rinclinaison de I'arete des 
miroirs, on pent, par le moyen d'une vis de rappel, modifier lepheno- 
mene a volonte, et donner aux franges la largeur que permettent les 
iniperfections des surfaces. 
Voici quelques-unes des experiences : 

28 juillet 1871, minuit. — 16 aodl 1871, ii'^So" matin. 

La lame MN etait formee de quatre glaces de Saint-Gobain collecs 
ensemble depuis longtemps au baume de Canada, et dont Tepaisseur 
totale etait de 32 millimetres. 

L*appareil a et6 dirige alternativement vers Test et vers Touest sans 
donner lieu k aucun deplacement appreciable. On aurait apergu facile- 
ment une diflerence de marche d'un dixieme de longueur d*onde. 

19 aoAt 1871, II heures du matin. 

On a pris cette fois pour milieu interpose un prisme de flint lourd 
dont les deux bases ont ete travaillees avec soin. L'epaisseur ainsi tra- 
versee etait 98™™, 5. Le phenomfene d'interference etait Ires-pur et le 
resultat a ete absolument negatif, c'est-a-dire qu*il n*y avait pas un 
deplacement d*un dixieme de frange. 

II ne serait pas impossible de repeter Texperience de M. Hoek avec 
la lumifere d*une etoile, mais je crois que le resultat serait encore nc- 
gatif. En efTet, le retard de deux faiseeaux, dont Tun a traverse le mi- 
lieuy a pour expression 

rindice n ^tant une fonction de la periode apparente de vibration. On 
voit ais^ment que la periode apparente de vibration serait exactement 
la meme pour Taller et pour le retour des rayons et que, par suite, la 
diff(§rence serait (oujours nulle. 
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XIV. — Retour siir la double refraction rectiligne ou circulaire. 

J'ai montre dans la premiere partie de ce travail que le mouvement 
de la Terre n'a absolument aucune influence sur la double refraction 
du spath d'Islande ni sur le pouvoir rotatoire du quartz^ quand on 
opere, bien entendu, avec une source de lumibre terrestre. 

On peutconclure des observations que j'ai rapportees que le mou- 
vement de la TerrjB ne modifie pas de un vingt-millieme le pouvoir ro- 
tatoire du quartz, ni de un millionieme la difference de marche qui 
s*etablit entre les deux rayons ordinaire et extraordinaire du spath d'ls- 
lande. II resulte de la quelques consequences theoriques. 

Supposons qu*une lame de spath parallele a I'axe d*epaisseur e soit 
traversee par un faisceau de lumiere marchant dans le sens du mou- 
vement de la Terre, et designons par n el n' les indices de refraction 
ordinaire et extraordinaire. 

Nous ne pouvons pas appliquer directement les raisonnements de 
Fresnel k la propagation des ondes, parce que le milieu n'est pas iso- 
trope et qu'il est difficile de preciser alors ce qu'il faut entendre par 
entrainement de Tether ; mais nous pouvons admettre que la vitesse de 
I'onde ordinaire sera representee par Texpression 



u- = u^„(._j) 



a etant une quantite indeterminee dont il faudra chercher la valeur. 
Le temps d que cette onde mettra ^ traverser la lame sera 

B = Tu = = iT '-^" IT -; =17 (^"^flay- 
n' 

Si Ton represente de meme par 

u-=u-.«(.-J.) 

la vitesse de propagation de I'onde extraordinaire, on obtiendra, pour 
le temps Q' que mettra cette onde k traverser le cristal, 

Aruiales de I'tcole Normale, a* S^rie. Tome 111. 53 
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La difTerence de ces temps, c'est-a-dire le retard de rondc ordinaire 
sur Tonde extraordinaire sera 

Le retard des deux ondes k la surface de sortie n'est pas nul; comme 
elles se propagent dans Tair avec la vitesse V — m = V (i — a), la dif- 
ference de marcbe absolue est done 

V(i — fl)T = fi — a) [e(ii — ii')-fea(a— a')]. 

Cette difference produira, si les deux faisceaux sont ranaenes a Tin- 
terference, une frange d'ordre m donne par requalion suivante, dans 
laquelle on a represente parX (i — a) la longueur d*onde reelle, a cause 
du sens dans lequel marcbe la source : 

mX(i— a)-=(i—a){e{n — n')'\-ea[a—si!)], 

ou bien 

Si Ton r^pete Texperience en faisant marcher la lumifere ineidente 
en sens contraire du mouvement de la Terre, Tordre m' de la frange 
obtenue sera 

m' = (n — n') =- — r- a (a — a'), 

et, par suite, on devra observer un d^placement m—rrtl donne par 
Texpression 

m — m' = 2a :- ( a — a' ). 

Si Ton juge que Texperience a d^montre que ce deplacement est 
absolument nul, il faut en conclure a = a'. 

On pent bien admettre aussi que le rayon ordinaire se comporte, 
pour toutes les experiences pr^cedentes de refraction simple, comme si 
le milieu etait isotrope : il en resulterait alors i = a = a'. 

Cette consequence permet de faire une remarque importante. 
L'excfes de vitesse que le mouvement du milieu imprime au rayon or- 
dinaire est 



u ( I ) : 
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Texc^s de vitesse que regoit une onde extraordinaire est 

Ces deux accroissements n*etant pas les memes^ et leur difierence 
n*etant pas tres-petlte, il en resulte qu'on ne pent plus les expliqucr 
par les id^es de Frcsnel. En efiet, si la vitesse de propagation des 
ondes etait augment^e par cette circonstance que le milieu refringent 
transporte avec lui Texces de Tether qu'il renferme sur Tether qui 
existerait dans le meme espace vide, cette augmentation de vitesse se- 
rait la meme pour les deux ondes ordinaire et extraordinaire, et Ton 
devrait avoir 



a ai 



Mais alors, en dirigeant Tappareil alternativemcnt dans le sens ou 
en sens contraire du mouvement dela Terre, le deplacement des franges 
ne serait plus nul; il aurait pour valeur 



m 



e/ n'*\ e n} ^ n'^ , , en-hn' 

— m'=r2ar-( a — a—- ) =7^ax^ =: 2aa{n-— n )x- ; — 

l\ ti" I In' ^ 'In} 



Commela difference de marchepourrappareilenreposest(/i — ^') 5:' 
la fraction dont cette difference serait modifiee est 



(n H- n'\ 



En remplagant dans cette formule les indices du spath par leurs va- 
leurs connues et le coefficient a par Tunite, la fraction devient 



9. 3,144 2>46 * 

— ^^ — — environ. 



I 0000 2,548 I 0000 4^^^ 

Une telle quantite n'aurait cerlainement pas echappe dans les ex- 
periences. On aurait done du observer un deplacement A'une frange 
pour une difference de marche de 4^00 longueurs d'ondc, ou bien 
de vingt franges pour une difference de marche de 80000 longueurs 

d'onde. Dans ces conditions, le moindre changement de direction 

53. 
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que Ton donnerait k I'appareil se traduirait par un deplacement de 
franges, et il est certain que rien de pareil n'a lieu. 

11 semble resulier de la que, pour calculer rinfluence des milieux 
ponderables, il est necessaire d'avoir recours a d'autres considerations 
que celle du transport partiel de Tether, conime le faisait Fresnel. Je 
laisse ce soin aux mathematiciens. 

Le pouvoir rolatoire du quartz conduirait exactement aux memes 
consequences. En effet, la rotation que ce cristal imprime au plan de 
polarisation des rayons qui le traversent dans la direction de Taxe 
depend, d'apres I'interpretation de Fresnel, de la difference de marciie 
qui s'etablit entre deux rayons polarises circulairement,issus du rayon 
incident poIaris^ et qui se propagent avec des vitesses differentes. 

L'experience ayant demontre que la rotation du plan de polarisation 
n'est nullement influencee par le mouvement de la Terre, il en resulte 
que les deux rayons circulaires n*eprouvent pas le mSme changement 
de Vitesse par suite du mouvement du milieu, et que Ton doit appliquer 
a chacun d'eux la ibrmule de Fresnel, dans laquelle on introduira I in- 
dice de refraction particuliera chaque rayon circulaire. 



La conclusion generate de ce Memoire serait done (si Ton fait 
abstraction de Texperience de M. Fizeau sur la rotation du plan de po- 
larisation par des series de piles de glace) que le mouvement de trans- 
lation de la Terre n*a aucune influence appreciable sur lespbenomenes 
d*optique produits avec une source terrestre ouavec la lumifere solaire, 
que ces ph^nomenes ne nous donnent pas le moyen d*apprecier le 
mouvement a65o/a d*un corps et que les mouvements relatifs sont ies 
seuls que nous puissions atteindre. 



SUR LE 
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PARTIE ULTRA-VIOLETTE, 

Par M. A. CORNU, 

PROFESSEUn A L'ifecOLE POLTTECHNIQUE. 



Tous les physiciens connaissent la belle description des raies soni- 
bres du spectre solaire de M. Angstrom et les plancbes remarquables 
qui resumentce travail; outre leurs qualites de precision et de nettete, 
ces belles planches ont un autre merite, celui de conduire les phy- 
siciens et les astrononoes a adopter Techelle des longueurs d'onde, 
pour la definition des raies et des radiations, au lieu des echelles arbi- 
traires introduites par les premiers spectroscopistes. 

Le Memoire de M. Angstrom ne s'etend qu'au spectre visible. Je me 
suis propose de completer ce travail par Tetude du spectre dans la 
partie ultra-violette, jusqu*a la limite a laquelle on parvient avec les 
instruments d'optique en usage dans les laboratoires, et de composer 
une planche faisant suite k celle de M. Angstrom, c'est-a-dire classant 
suivant Techelle des longueurs d'onde les raies sombres du spectre 
ultra-violet. 

J'ai eu pour me guider dans ce travail, entrepris d'ailleurs en vue 
de recherches de Physique solaire (*), outre les Memoires de M. Ed. 
Becquerel, la these deM. Mascart. Ce travail, le plus complet jusqu'k ce 
jour, renferme une description detaillee du spectre ultra-violet, oblenu 
par la photographic ; les raies sont classees d'apres leurs deviations pro- 
duites par le prisme employe et representees par une planche qui resume 
toutes les mesures; mais cette planche, outre Tinconvenient de I'em- 
ploi d'une ^chelle arbitraire, a le d^faut de rendre imparfaitement 

(') Voir les Comptes rendus de V Academic des Sciences , t. LXXllI,p. 332; juillet 1871. 
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yeffet des groupes de raies, de sorte qu'il est tres-difficile d'etablir 
la concordance des raies avec les epreuves photographiques (*). 

Dansle travail que jepresente au]ourd'hui(*),j'ai cherche, indepen- 
damment de la classification plus rationnelle des raies, k representor le 
plus fidelement qu*il m*a ete possible de le faire Taspect general des 
groupes, afin de faciliter aux physiciens retablissement de cette con- 
cordance, capitale dans les etudes spectroscopiques. 

Je n'ai pas pousse I'etude du spectre ultra-violet aussi loin que 
M. Mascart, parceque j'ai tenu a conserver les appareils ordinaires des 
laboratoires, dont les objectifs en crown et flint-glass absorbent les ra- 
diations tres-refrangibles, mais qui sont, ainsi qu*on va le voir, d*un 
maniemcnt plus facile que les appareils en quartz. Toutefois, j*ai pu 
constater que dans cette etude du spectre ultra-violet on pouvait, avec 
ces appareils, aller notableinent plus loin qu'on ne le croyait genera- 
lement. En eflet, Tabsorption due aux objectifs n*empeche pas de pho- 
tographier les raies ultra-violettes jusqu'a P et meme jusqu'a Q (nota- 
tions de M^ Ed. Becquerel et de M. Mascart) dans un spectre de 
diffraction : avec un prisme de spath d'Islande, on atteint la raie P; 
avec un prisme de flint ordinaire, la raie 0. 

L^emploi des objectifs acbromatiqucs des goniometres ou des spec- 
troscopes presente un avantage considerable sur celui des objectifs de 
quartz; la variation de foyer des divers rayons est tres-petite, et le 
champ angulaire dans lequel la nettete reste suffisante est relativement 
tres-grande. 

II en resulte que, dans des recherches courantes sur les radiations 
chimiques oil Ton n'aurait pas besoin d'aller jusqu'a la limite des raies 
observables, on a tout avantage a employer les objectifs achromatiques 
ordinaires : ainsi, avec un bon goniometre dont les lunettes ont 3o a 

( • ) II ne faudrait pas croire que le renversementy c*est-^-dire l*apparence negative des cli- 
ches, soil g^nant; apr^s quelques minutes d'observation, on compare tres-bien une ^preuve 
negative k un dessin positif : on se guide sur la forme et Tintensit^ relative des groupes de 
lignes et non pas sur leur ^lat absolu. 

(') La minute de la planche qui accompagne ce M6moire a ^t6 pr6sent6e k rAssociation 
francaise pour Tavancementdes Sciences, en septembre 1872, auCongr^sdo Bordeaux (vo/r 
le volume des Comptes rendus de la session de Bordeaux, p. 3oo) : le retard dans la publica- 
tion dece M6moire et sur tout de la gravurede la planche provient de causes ind^pendantes 
de ma volenti. 



PARTIE ULTRiL-VIOLETTE. 4^3 

4o centimetres de distance focale, un prisme de spath d*Islande bien tra- 
vaill^, il suffit de trois cliches photographiques ayant chacun une eten- 
due angulaire de 4o minutes pour obtenir toule la partie du spectre 
cfaimique comprenant les raies A, H, K, L, M> N, 0. 

La finesse des details depend entiferement de la perfection du prisme; 
avec un bon prisme elle atteint un degre ^lonnant : les cliches peu- 
vent supporter un grossissement de 5o fois, c*est-k-dire 5^6 fois celui 
de Toculaire de la lunette. 

Au point de vue experimental, j'ai adopte la marche indiquee par 
M. Mascart, ksavoir Temploi de la plaque pbotographique au foyer de 
la lunette d'un spectroscope forme par un seul prisme; toutefois, j*ai 
change le dispositif : au lieu d'introduire une tr^s-petite glace collo- 
dionnee jusque dans le plan du reticule, j'ai trouv^ plus commode 
d'employer un porte-plaque ext^rieur qu'on introduit aussi a la place 
de Toculaire. Gette disposition dispense de tailler des verres circu- 
laires, dont la dimension est si petite que la manipulation pbotogra- 
phique devient difficile; de plus, elle permet de placer la petite glace 
collodionnee sur un chassis glissanta coulisse et d'obtenir ainsi plusieurs 
epreuves sur la meme glace. II est vrai aussi qu'on n'utilise plus le reti- 
cule; maisy en general, on n'en a pas besoin, et si le besoin s*en fait 
sentir, on verra plus loin comment on obtient des reperes equivalents. 

J*ai execute trois series de cliches photographiques de spectres pro- 
duits : 

I® Par un r^seau de Nobert; 

2® Avec un prisme de flint; 

3^ Avec un prisme de spath d'lslande (rayon ordinaire). 

La s^rie obtenue avec les reseaux a permis de determiner directe- 
ment la longueur d'onde de 36 raies principales; les deux autres ont 
fourni des spectres plus disperses ou plus etendus, lesquels, par la finesse 
de leurs details, ont servi k completer les observations precedentes. 

Voici le detail d'une operation : 

I. Manipulation photo graphique. — Le precede pbotographique a 
bik simplifie autant que possible : le collodion employe etait celui du 
commerce; il fautle commander un pen plus epais ou attendre qu'il 
le devienne; on perd, il est vrai, en sensibilite, mais on gagne en 
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vigueur pour les cliches. Le bain d'argent contient 7-^ pour 100 de 
nitrate d'argent; le revelateur est form^ de 1000 grammes d'eau, 
3o centimetres cubes d'alcool, 3o centimetres cubes d'acide ac^tique 
cristallisahle, et 60 centimetres cubes d'une solution saturee de sulfate 
de fer. On renforce avec quelques gouttes d'un vieux.bain k 5 pour 100 
et avec le revelateur; on fixe au cyanure, avec lequel on risque peu 
de tacher les epreuves, quand on opere a la hate. 
Les cliches sont seches et vernis (vernis Soehnee). 

II. Mise au point, — La difTiculte principale qu'on rencontre dans ces 
experiences, c'est la mise au point. Voici le procede tres-simple que 
j'ai suivi. Le tirage de la lunette etant gradue en millimetres, on con- 
slruitlacourbe empirtque dontles ordonneesrepresentent la graduation 
du tirage de la lunette pour chaque raie principale du spectre visible, 
mise au point sur le reticule, et dont les abscisses sont la deviation mi- 
nima de la raie. La lunette etant achromatique pour les rayons visibles, 
cette courbe empirique a la forme d'une parabola dont le sommet cor- 
respondrait au milieu du spectre : les rayons dont la distance focale est 
minima sont les rayons verts voisins de b. Les rayons chimiques pre- 
sentent des lors des distances focales croissant avec leur refrangibilite, 
mais tres-Ientement au debut ; grace a leur visibilite, on pent done 
les suivre optiquement jusqu'a la raie H et pr^voir par extrapolation 
graphique les tirages qu*il faudra donner a la lunette pour amener 
dans le plan du reticule le foyer d'une radiation plus refrangible, cor- 
respondant a une deviation donnee. Comme la plaque sensible n'est 
pas placee dans le plan du reticule, mais en arriere, de toute Tepaisseur 
du porte-plaque, on diminue le tirage, c*est-a-dire lesordonnees de la 
courbe de cette quantite, et la courbe empirique peut servir a la mise 
au point photographique. 

Pour faire cette correction d'une maniere simple et rigoureuse, on 
enleve I'oculaire et on le remplace par le porte-plaque muni d'une 
glace sur la surface de laquelle sont traces quelques traits au diamant, 
sur la face meme oil devrait etre la couche sensible. A I'aide d'une 
loupe tres-forte, on vise par transparence un groupede raies tr^s-fines, 
par exemple le groupe G, et Ton regie le tirage de maniere k amener 
)es traits exaetement dans le plan focal de ces rayons. On recommence 
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la meme operation en retablissant Toculaire et en visant sur le 61 
du reticule : la difference des deux lectures jdu tirage dans ces deux 
cas'donne exactement Tepaisseuroptique du porte-plaque, c'est-a-dire 
la correction a faire subir aux ordonnees de la courbe empirique. On 
veriiie photographiquement cette operation en remplagant la plaque 
striee par une glace collodionnee et Ton rectiBe, s'il y a lieu, en faisant 
des essais a ^ de millimetre en avant ou en arrifere du tirage calcule. 

La courbe une fois construite pour la partie visible du spectre chi- 
mique permet d'obtenir sans tatonnements les cliches de cette partie du 
spectre. Pour les rayons invisibles ultra-violets, on prolonge a vue Tele- 
ment de courbe graphiquejusqu*a I'abscisse choisie, c'est-a-direjusqu'a 
la deviation des rayons qui doivent occuper le milieu du champ, et on lit 
Tordonnee ou graduation correspondant au tirage. On fait une epreuve 
et Ton examine si la nettete la plus grande est bien au milieu du champ ; 
s'il en est ainsi, le reglage est bon, sinon on determine a Tinspection 
de Tepreuve la deviation de la region la plus nette et Ton rectifie le 
prolongement de la courbe des tirages : une seconde epreuve donne 
alors a coup sur un resultat completement satisfaisant. 

On procede ainsi de procheen proche, en s'arrangeant de maniere 
que deux cliches successifs presentent une partie commune, afin qu'on 
puisse les raccorder avec certitude. 

IIL Signes de repere sur les cliches, — Ayant ete conduit, par le dis- 
positif adopte, a rejeter Temploi du reticule, j'ai du chercher des 
moyensde tracer desrepferessurlesepreuves; voici les deux qui m*onl 
paru k la fois les plus commodes et les plus precis : 

1** On fixe la lunette en un point du cercle dont on note Tazimul A 
tel que la raie principale a observer soit sensiblement dans le milieu du 
champ; puis, quand Tepreuve est terminee, on ramene la lunette dans 
la deviation du coUimateur, de maniere a recevoir Timage directe de la 
fente. Pour6viter de troubler le milieu du champ par la formation de 
I'image de cette fente et pour se menager une echelle de proportion 
angulaire, on cale la lunette dans deux positions symetriques, distantes 
de 20 minutes du rayon central, dont Tazimut approche est Ao, et 
dans chacune des deux positions on impressionne la glace sensible. Le 
cliche presente alors la serie des raies et de chaque cote deux lignes 
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noires, images directes de la fente, qui sont les deux rep^res; il est fa- 
cile de voir que la raie id^alequi se trouverait au milieu exact desdeux 
reperes correspondrait rigoureusement k la deviation mesuree par 



/Ae-f-20'-f- Ae— 20'\ . . 

"V i j=A-A.. 



La distance des deux repbre^ donne en meme temps T^chelle de pro- 
portion du cliche, ou valeur iineaire correspondantk Tintervalle angu- 
laire de4o minutes. 

Cette methode s'applique parfaitement aux ^preuves des spectres 
obtenus avec des reseaux ou avec des prismes, mais k la condition que 
ces pieces soient bien construites ; si les reseaux ofTrent des erreurs 
systematiques dans leurs traits, si les faces du prisme ne sont pas opti- 
quement planes, le foyer des rayons diffract^s ou refractes ne se forme 
plus dans le meme plan que celui des rayons directs, et alors les reperes 
n'ont plus la finesse qui fait leur precision : toutefois, un d^pointement 
dans le foyer de 2 a 3 millimetres fournit encore des resultats satisfai- 
sants. Si la difference de foyer depasse cette limite, il faut employer la 
methode suivante, plus precise encore, mais d'un usage un peu moins 
commode. 

2^ On utilise les images devices a droite et celles devices k gauche; 
on fait sur chaque cliche une double epreuve : k cetefi*et, on couvre la 
moitie superieure dela fente et Ton fait une epreuve en photographiant 
les rayons deviesd'un cote en plagant la lunette a Tazimut A4; on r^pete 
la m£me operation en plaQant la lunette a Tazimut A.^ sym^trique 
par rapport au rayon central, de maniere k photographier les m^mes 
rayons, mais devils de Fautre cote, et en decouvrant Tautre moiti^ de 
la fente. On obtient ainsi un cliche ou le mSme spectre se trouve dis- 
pose suivant deux positions inverses. 

Le milieu des deux images de chaque raie est le mSme pour toutes : 

ce milieu correspond k la deviation '^ ""' - Ce mode operatoire a le 

double avantage d'offrir une seconde Epreuve qui sert de contrdle, et de 
presenter une verification pour les deux mesures microm^triques d'une 
meme raie. 

L'echelle de proportion ne se trouve pas sur Timage comme dans la 
methode pr^cedente; il faut faire une seconde Epreuve avec une devia- 
tion differente pour Tobtenir. 
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Dans le cas oil Ton veut employer le minimum de deviation du reseau 
ou du prisme, il est n^cessaire de disposer sur la plate-forme centrale 
ou sur Talidade mobile un petit cercle auxiliaire qui permet de de- 
placer la piece de la moitie de Tangle dont tourne la lunette. 

IV. Examen et amplification des cliches. — Les epreuves developpees 
et fixees sont ensuite examinees avec un microscope grossissant de 25 
k loo fois, dont la plate-forme porte un chariot k vis micrometrique 
permettant de relever la position relative des raies. Dans d'autres cas, 
on adapte au microscope une chambre claire dite d* Oberhauser, proje- 
tant sur une feuille de papier blanc Timage du cliche : en suivant avec 
la pointe d'un crayon les traits de Tepreuve, on peut obtenir une image 
amplifiee des raies spectrales et les relever graphiquement avec un 
compas; je dirai plus loin dans quel cas je me suis servi de Tune ou 
de I'autre de ces deux methodes d'examen et d'amplification. 

Enfin, comme auxiliaires fort commodes, j'ai execute des epreuves 
amplifi^es de ces petits cliches avec un grossissement variant de 12 a 
a5 diametres. A cet effet le microscope etait renverse horizontalement, 
Toculaire enleve et le clich6 fixe au porle-objet etait eclaire par la con- 
centration de rayons solaires; I'image du cliche venait se peindre dans 
Tinterieur d'une chambre noire k portraits dont Tobjectif etait enleve : 
on recevait cette image, rendue moins intense et plus monochromatique 
par rinterposition d'un verre bleu en avant de la lentille de concen- 
tration, ^r une glace collodionnee. 

De cette maniere, on se procure des cliches positifs, visibles sans 
loupe, oil Ton peut etudier et dessiner sans fatigue Veffet des groupes 
de raies des 6preuves; des epreuves sur papier, obtenues avec ces cli- 
ches, sont tres-utiles dans les carnets d'observation lors des mesures 
microm^triques, pour definir les raies qu'on releve et 6viter les confu- 
sions. 

Relevi des observations. 

Le but k atteindre etait la determination des longueurs d'onde dc 
toutes les raies ultra-violettes observables, et Toperation fondamentale a 
consist^ dans le relev^ micrometrique des cliches obtenus avec les re- 
seaux. II eilt et6 tres-d^sirable de relever toutes les raies sur ces cli- 
ches ; mais le faible pouvoir optique et les d^fauts inevitables des r^seaux 
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iijlroduisent une certaiDe confusion dans les images des raies. Cetle 
imperfection des images n'empeche pas la precision du pointe des raies 
bien isolees, malgre le leger estompement des bords, mais elle efface 
les details des groupes de raies un peu fines; en un mot, le spectre des 
reseaux est notablement inferieur a celui des prismes; de plus, la dis- 
persion des reseaux etant proportionnelle a la longueur d'onde est pour 
les radiations tres-refrangibles beaucoup moins avantageuse que celle 
des prismes, qui est sensiblement proportionnelle a Tinverse du carre 
de la longueur d'onde. 

II a done fallu se contenter de mesurer les longueurs d'onde des raies 
principales, sauf a demander aux cliches des spectres prismatiques les 
details intermediaireset meme le controle de la simplicite des raies fon- 
damentales. 

Le reseau de Nobert dont je me suis servi appartient au Cabinet de 

TEcole Polytechnique; il est forme de 1801 traits traces au diamant; la 

distance du premier au dernier egale 6™™, 762, d'aprfes quatre mesures 

concordantes effectuees avec la vis d'une machine a diviser de Bianchi 

et rapportees a un metre de Lenoir. L'incertitude causee par les difii- 

cultes de subdivision d'une grande unite, de comparaison aux types, 

des effets de la dilation, etc. , fait que je ne pourrais pas repondre de :2 a 

3 unites sur le quatrieme chiffre ; on en deduit, pour I'intervalle de 

deux traits, 

a = o""*, 003762. 

Comme je n'avais pas en vue une determination absolue des longueurs 
d'onde, mais plutot la continuation du travail d'Angstrom, je n'ai con- 
sidere cette mesure que comme une verification des operations ulte- 
rieures, et j'ai deduit la constante de mon reseau de la comparaison de 
deviations de six raies principales avec les longueurs d'onde donnees 
par le savant suedois. 

Le plan du reseau se regie normalement aux rayons incidents, en se 
servant de la reflexion normale k Taxe optique de la lunette pointee 
exactement sur le coUimateur; a cet effet, on emploie un oculaire 
nadiral, semblable a ceux qu'emploient les astronomes pour viser sur le 
bain de mercure, ou simplement une lame de glace inclin^e k 45 degres, 
qu'on place devant le reticule apres avoir ote I'oculaire : on peutalors, 
en projetant de la lumiere suivant I'axe, mettr6 en coincidence le r^ti- 
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cule avec son image reflechie sur la face du reseau qui porte les traits; 
cette coincidence s'observe avec une grande precision k Taide d'une 
loupe qui permet d'examiner le reticule k travers la glace sans tain. 

Je mesurais la double deviation 8 du spectre du second ordre, qui 
etait tres-brillant et tr^s-pur, laquelle satisfait k la formule 

- sino = A, 

Yoici le resume des observations : 

acT i (Angstrom). ^^^\^^=^l)' 

Raie C 4o.5o.48 656, 20 3,27428 

•^ Raie D (plus refrangible). 36.3o. 3 588,89 3,27425 

Raie 6| (iso!6e) 31.59.54 519, 3o 3,27426 

Raie F 29.57.30 486,06 3,27430 

Raie du fer 26.57. 12 4^8,26 3,27426 

Raie du fer 25.58.24 4^^»6^ 3,27431 

Moyenne 3,27428 

log- =3,27428, 

-= 1880,5 millioniemes de millimetre. 
2 

La mesure directe m'avait donne 0,001881. 

La moyenne du logarithme de - est le facteur qui a servi ult^rieu- 

rement k tous les calculs pour deduire les longueurs d'onde des devia- 
tions observees optiquement ou chimiquement. 

II reste a dire quelques mots du mode de calcul' employe pour la re- 
duction des cliches. Chacun de ces cliches porte un numero particu- 
lier, qui correspond sur le carnet d'experiences aux deviations des 
deux rep^res traces photographiquement, suivant la methode decrite 
plus haut. 

Yoici, par exemple, le calcul de la longueur d'onde de la raie 6 
(X = 430,72 Angstrom), d'aprbs le cliche X^. 



Aiimut Azimut 

des repdres. de U d^viaUon. 



Cliche X jgo'-t-^^o; 



90. -.0' '5' ^5'; 
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(la confusion entre les deux n'est pas possible, car on sail, d'apres la 
position du cliche sur le goniometre le sens des deviations crois* 
santes). Les longueurs d'onde qui correspondent k ces rep^res sont 

44i«66et 4^o,36, en appliquant la formule-sind = X. 

Le cliche a ete place sur le chariot du microscope et avec la vis mi- 
crometrique on a amene successivement les raies les plus importantes 
ainsi que les deux reperes : la mesure a ete r^petee en tournant la vis 
en sens inverse. La moyenne des deux pointes a donne : 

Premier repere .... 87 ,622 X = 420,36 

Diff. 499^1 
Raie G 4^,543 x 

Diff. 5yio6 
Deuxieme repere.. 47»649 44^ 9^ 

Diff. des reperes. 10,027 Diff. 21,80 

Le cliche correspondant k i3 degr^s de deviation moyenne et ayant 
une etendue de 4^ minutes, on pent admettre que dans ce petit inter- 
valle les longueurs d'onde varient proportionnellement aux distances 
des reperes : d'oii Ton conclut la proportion qui donne la longueur 
d'onde par la raie G, 

ar— 42o,36 _ 4,921 ^_/o o, 
2i,3o icf,o27 ^ ' 

II y a toutefois une petite correction a fairesi Ton veutrapporter ces 
nombres k ceux qu'on obtient optiquement; en effet, dans ce mode ope- 
ratoire, on n'observe la deviation que d'un seul c6t^ etd'une manifere 
dissymetrique : on pent done craindre une petite erreur constante 
provenant a la fois de cette cause et de la difference des modes d'ob- 
servation. C'est ce que j'ai aperQu en determinant successivement la 
longueur d'onde des memes raies par le precede optique et le precede 
photographique : la region violette autour de la raie G se pr^te tres- 
bien k ces mesures. La correction est d'ailleurs tres-faible et sensible- 
ment constante; sa valeur moyenne est de — 0,10 ou ^^ ^^ valeur 
absolue. Les valeurs corrigees sont donnees dans le tableau suivant, 
sous le nom de valeurs definitives. 
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Tableau det ditetminatiotu optiquea et photographiqaet det longueun d'onde 
du spectre solaire. 
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Ce tableau renferme les rcsultats deduits directement de cbacuo des 
cliches Xo, X,, Xa,X,, X\ ,X'5 (*). Les cliches successifs offrant toujours 
deux a deux une partie commune, le raccordement s'effectue sans au- 
cune confusion : on remarquera a ce propos la concordance remar- 
quable des determinations communes. 

On a rapporte la seriedes raies observees optiquement : deux d'entre 
elles sont communes au clich6 X© et donnent la valeur approchee de la 
correction ; cette correction est donnee d'une maniere plus complfete 
par la comparaison des nombres d'Angstrom (qui s'accordent comple- 
tement avec les resultats optiques, d'apres ce qui a ete dit plus haut) 
avec ceux deduits des cliches jusqu'a la raie K (ouHa de la planche 
d'Angstrom). 

Telles sont les observations fondamentales qui m'ont permis de deter- 
miner les longueurs d'onde de toutes les autres raies, au nombre d'en- 
viron 65o. 

On remarquera pour la partie ultra-violette Taccord qui existe entre 
mes determinations et celles que M. Mascart a faites des raies H» K, L, 
M, N, 0, P. J'ai adopte d'ailleurs les memes notations pour les raies. 

Trace de la Planche. 

Pour reunir sur undessin toutes les raies observees, j*ai commence 
par tracer k la machine k diviser une echelle millimetrique sur une 
feuille de carton de Bristol ; un premier canevas de raies a ete trace 
avec les 36 raies du tableau precedent, dont les longueurs d*onde ont 
ete determinees directement. L'echelle adoptee est la meme que celle 
d'Angstrom, a savoir i centimetre pour un millionieme de millimetre; 
les raies intermediaires ont ete obtenues par interpolation, d'apres les 
cliches des spectres prismatiques, dont la finesse est sup^rieure k celle 
des spectres de r^seaux. 

J'avais commence a relever au micrometre les raies des cliches de ces 
spectres fournis par les prismes, mais j'y ai bien vite renonce pour 



(') Ces cliche ont 6t6 obtenus k Paris le 5 mai 1871, ^ rexception du dernier, qui Ta 6t6 
le 7 : il est bon de 6xer la date de ces 6preuves, depuis que les physiciens et les astronomes 
sonp^nnent quelque variation lente dans la consUtution solaire. 
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deux motifs : le premier, c'est que le nombre des raies est si grand 
qu'on ne sail plus sur le carnet d'experience comment les designer sans 
les confondre et sans faire d'erreurs de point^s; le second, c'est que 
tout ce travail ne servirait qu*a donner une exactitude illusoire, puis- 
qu*on pent k peiae compter sur une approximation de o,o5 dans la 
mesure absolue des Jongueursd'onde, c*est-a-dire un demi-millimetre 
sur le trac6 graphique. 

J'ai pense qu*il'valait bien mieux porter tout le soin vers la repro- 
duction de V aspect ou effet de chaque groupe de raies plut6t que sur la 
position absolue de chacune d'elles : en un mot qu'une erreur dans les 
intervalles relatifsd'un groupe 6tait beaucoup plus pr^judiciable qu'un 
deplacement egal du groupe tout entier. J'ai done choisi un moyen de 
relev^ qui permit d'avoir toujours une vue d'ensemble sur les groupes : 
c'est ce que donne Temploi de la chambre claire d^crite plus haut. 

Les cliches obtenus avec un prisme de flint assez dispersif ont 6t6 
amplifies environ 75 fois et les dessins raccordes tr^s-exactement sur 
la meme epure, dont le developpement atteignait 3 metres depuis la 
raie A jusqu'a 0. Sur cet ^norme spectre (^), ou les raies les plus fines 
et les plus serrees ont ete reproduites, j'ai commence par un premier 
travail de mise k Veffet des groupes, soit en for^ant la couleur de 
Tencre, soit en employant le lavis pour representor les raies estom- 
pees ou les regions k fond plus sombre : pour me guider, les positifs 
amplifies etaient d'un grand secours. 

A Faidede ce premier dessin, sur lequel les raies Etaient rang^es sui- 
vant la dispersion prismatique, j'ai pu, avec un simple compas de pro- 
portion, executor une veritable interpolation graphique entre les 
36 raies fondamentales. L'echelle de proportion variait progressivement 
d'un intervalle k I'autre; mais la distance des raies fondamentales 
avait kik choisie de maniere que dans aucun cas I'erreur due k I'emploi 
du compas ne s'elevat ^ ^ de millimetre. Une courbe empirique avait 
d'ailleurs ete construite pour bien se rendre compte de cette varia- 
tion et une ^chelle particulifere tracee ,sur le compas de proportion 
facilitaitbeaucoup cette operation graphique. 

La partie la plus refrangible du spectre entre N et a ete relevee 

(') La distance des deux raies H (nomm^es H et K) 6tait d*enyiron la centimetres. 
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surtout k Taide de cliches obtenus avec le reseau et le prisme de spath 
d'lslande; {'absorption du prisme de flint etait trop considerable pour 
que les details fussent suilisamment nets ( * ). 

En sommct la Planche qui resume ce travail peutetre consideree 
comme formant suite aux Planches du Memoire d' Angstrom : j'ai 
adopte les memes conventions et deduit de ses nombres la constante 
de mon reseau. La finesse des details me parait dtre au moins dd m&me 
ordre dans Tensemble du spectre : elle est meme beaucoup plus grande 
pour les environs des raies A, H; mais cela a*a rien qui doive etonner* 
car roeil arrive a la limite de sensibilite dans cette region, tandis que 
le collodion iodobrome est, au contraire, extr^mement sensible pour 
ces radiations. 

Enfin, comme erreur probable dans la position des raies par rapport 
aux repbres, je ne crois pas que le dessin atteigne o,o3, c'est-a-dire 
un tiers de millimetre ; en valeur absolue, ces reperes ou raies fonda- 
mentales ne doivent pas s'ecarter de o,io de leur vraie valeur. 



(') L'aspect des groupes a ^t^ copi^ sur des cliches obtenus avec un prisme de flint, en 
mai et juin 1871 pour la plus grande partie du spectre : la partie la plus refrangible a ^t^ 
revue sur des cliches obtenus avec un prisme de spath d'Islande (rayon ordinaire), en 
mai 1872. Je crois utile de fixer ces dates, afin de permettre plus tard de reconnattre les 
changements d'aspect des groupes, suivant les phases de Tactivit^ solaire. Ces changements 
sent d^jk visibles lorsque Ton compare les Planches de Kirchhoff avec celies d'Angstrom et 
avec Tapparence actuelie du spectre solaire. Comme exemple de ces changements, je citera^ 
Tezistence de ^qmj. raies ou plages brillantes, figures sur la Planche par deux petits cercles 
[\ = 388,i5, V= 388,55] tr^visibles sur les cliches de 1871, qui sent beaucoup moins ap- 
parentes sur les cliche de 1872. 
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LA TEMPERATURE DU SOLEIL. 



(Extrait d'une Leltre de If. J.-L. Sobbt a M. H. Saintb-Glaibb DBvatE.) 



9 Gen^YO, 14 octobre 1874. 

> Tai lu avec un tres-grand interet les Notes sur la temperature du 
Soleil, que vous avez communiqu^es k I'Academieau nom de M. VioIIe, 
savant distingue, qui, a cote de ses travaux originaux, s*est acquis un 
titre k la reconnaissance de tons les physiciens par la part importante 
qu'il a prise a la publication des OEwres de Yerdet. Vous vous rappelez 
peut-etre que je m'occupe depuis plusieurs annees de recherches pre- 
sentant, quant aux nioyens d'observation, une grande analogie avec 
celles de M. YioUe. J'en ai deja fait connaitre quelques r^sultats ( * ) et 
j'espere pouvoir en faire prochainement Tobjet d'une publication plus 
complete, que j'ai du ajourner'parce qu'il me restait k determiner une 
correction assez difficile k obtenir. 

> Ges mesures de Tintensite calorifique de la radiation solaire ont, 
je le crois, un assez grand int^rSt k divers points de vue; mais je doute 
que, dans T^tat acluel de la science, elles puissent conduire a la deter- 
mination de la temperature du Soleil. 

> Le principe de I'appareil, ou actinom^tre, successivement em- 
ploye pour ces observations, d'abord par Pouillet, qui a bient6t adopte 
une melhode differente, puis par M. Waterston, le R. P. Secchi, 
M. Ericson, M. YioUe et moi-meme, consiste a placer un thermomMre 
k boule noircie dans une enceinte dont la temperature est connue. Uo 
trou perce dans cette enceinte laisse penetrer un faisceau de rayons 



(') Voir Comptes rendus de VAcadSmie des Sciences, 1867, t. LXV, p. 626, et 1868, 
t. LXVI, p. 810. — Compies rendus de I' Associaiion fran^ise poiar Vmancemenl des 
Sciences y 1" session, 1872, p. 282. 
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solaires tombant sur le reserroir du thermom^tre qui prend une tempe- 
rature /. 

> Pour pouvoir d^duire de cette observation la temperature du So- 
leil, il faudrait avant tout connaitre la loi du rayonuement de la cha- 
leur a des temperatures tres-elevees. On a tantot admis la loi de Newton, 
tantot celle de Dulong et Petit; or ni Tune ni Tautre ne sont exactes 
pour les hautes temperatures : e'est ce qui me parait resulter tres-net- 
tement d'une serie d'experiences que j*ai fait connaitre il y a deux 
ans (*). Permettez-moi de vous en rappeler les resultats en renvoyant, 
pour les details, aux Notes que j'ai publiees. 

> Avee Tactinometre que j'ai employe, la radiation solaire a Geneve 
produit un exces de temperature < — 6 qui depasse i4**,5. Si, au lieu 
d'exposer Tactinometre au Soleil, je dispose un disque de zircone ou 
de magnesie, chauffe a la lampe oxyhydrique (gaz d*eclairage et oxy- 
gene), en le plaQant k une distance telle que son diametre apparent, 
relativement au reservoir du thermometre> soit le meme que celui du 
Soleil, j'obtiens un exces de temperature / — d de o^,5 seulement. La 
temperature du disque est au moins egale, et depasse probablement 
celle de la fusion du platine : on pent done Tevaluer a 1900 ou 
3000 degres. 

9 Le R. P. Secchi a communique, il y a quelques mois, a TAcademie 
une experience analogue faite avec la lumiere electrique, dont ilevalue 
la temperature a 3ooo degres, et il a obtenu une intensite de radiation 
44 ^ 36 fois plus petite que celle du Soleil. Je suis tout dispose a ad- 
mettre Texactitude de cette experience ; mais on pourrait peut-etre ob- 
jecter qu'il y a assez d'incertitude sur la temperature de la lampe elec- 
trique et qu'il n'estpas certain que toute I'etendue du charbon, visible 
pour le thermometry soit egalement echauffee. Je m'arrete done seu- 
lement a mon experience, contre laquelle les memes objections ne 
peuvent etre elev^es avec la meme force. 

> Si la loi de Newton etait exacte, pour calculer la temperature T du 
disque chauffe a la lampe oxyhydrique, on aurait la formule 



{ • ) Archives des Sciences physiques et naturelles (Biblioth^que universelle), 1872, t. XLTV, 
p. 220, et t. XLV, p. 252. 
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aetantegaU^g^. Op 



/ — e = os5, d'oii 1=91980% 

resultat absolument iDadmissible, car il est certain que la temperature 
du disque est voisine de 2000 degres et ne depasse pas» en tout cas, 
2800 degres : la loi de Newton ne se verifie done pas. 

» Le R. P. Secchi,en discutant, soit quelques-unes de mes expe- 
riencesy soit la sienne, conclut a une temperature du Soleil de plus de 
1 00 000 degres. Son raisonnement se resume a dire que, puisque 
I'intensite de la radiation solaire est 44 fois plus forte que celle 
de la lumi^re electrique, la temperature du Soleil doit aussi etre 
44 fois plus elevee que celle de la lampe. Gette conclusion ne me parait 
point admissible, car elle revient a supposer que la loi de Newton est 
exacte k partir de 2000 ou 3ooo degres, tandis que Texperience prouve 
manifestement qu'elle est inexacte entre zero et 2000 degres. 

» Passons k la loi de Dulong et Petit. M. Vicaire a deduit de cette 
\o\f pour le cas qui nous occupe, la formula 

a' — €f = aa^9 

oil a = -gJ-g- comme precedemmenti et a = i ,0077. On tire de lk 

log(a'--a»)-f-logi 
loga 

Or si Ton applique cette formule k mon experience oil I = i5^,45 
et 5 = i4^»95, on trouve 1 = 870**, chiffre evidemment trop bas, 
comme Ta dejk fait remarquer le R. P. Secchi. Et si Ton fait le calcul 
inverse en cherchant la valeur de / pour une temperature T = 2000% 
on trouve que I'exces I — 0, au lieu d'etre de \ degre, conform6ment 
a I'observation, devrait etre de plusieurs centaines de degres. Done la 
loi de Dulong et Petit, si exacte pour les temperatures de zero a 
3oo degres, cesse de Tetre lorsqu'on depasse ces limites. 

> Si, faisant un raisonnement analogue a celui que nous venons de 
critiquer a Tinstanti on conservaitla formule 
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en modifiant seulement la valeur du coefficient a que I'ou deduirait de 
mon experience, on trouverait pour cette valeur 1,0028 au lieu 
de 1,0077. Appliquant ensuite la formule a I'exc^s / — 9, que j'ai ob- 
tenu au sommet du Mont Blanc, on arriverait au chiffre de 333o de- 
gres pour la temperature du Soleil. Mais ce raisonnement n'est pas le- 
gitime : la loi de Dulong et Petit etant inexacte de 3oo k 2000 degres, 
on ne peut admettre qu'elle soit applicable au-dessus de 2000 degres. 
Et puisque le coefficient ^i, qui devrait Stre constant d'apres la loi, di- 
minue de 1,0077 ^ i»oo28, quand on passe de 3oo k 2000 degres, il 
est probable qu'il prendrait une valeur encore plus petite a des temp^ 
ratures depassant 2000 degres, ce qui conduirait, pour la temperature 
du Soleil, a un cbifTre superieur h 333o degres. 

9 Mais ce n'est la qu*une probability, nullement une certitude, et 
je me borne, en resume, a dire que je ne pense pas que Ton puisse 
actuellement arriver par cette voie a mesurer avec quelque approxima- 
tion la temperature du Soleil. Mon impression est qu*elle est notable- 
ment superieure aux temperatures les plus elevees que Ton atteigne 
par des combustions et que Ton cvalue a 3ooo degres environ; mais 
les depasse-t-elle de quelques centaines de degres, ou de quelques mil- 
liers de degres? Ccst la une question a laquelle je ne voudrais pas me 
hasarder de repondre. 

A ce propos, permettez-moi de vous parler encore de quelques essais^ 
dont une partie ont ete faits dans voire laboratoire de TEcole Normale> 
et qui, tout imparfaits qu'ils soient, montrent une fois de plus la 
grande intensite comparative de la radiation solaire. 

> Si Ton regarde une source de lumibre, un bee k gaz, par exemple, a 
travers une ou plusieurs lames de verre bleu de cobalt, on observe que, 
pour une epaisseur convenable de verre, la flamme parait d'une teinte 
pourpre, resultant de ce que le cobalt laisse passer les rayons rouges 
extremes ainsi que les rayons bleus et violets en interceptant les radia- 
tions derefrangibilite moyenne. Si Ton observe, au travers de la meme 
epaisseur de verre, une source de lumiere a temperature plus elev^e et 
par consequent plus riche en rayons tres-refrangibles, elle ne parait 
plus pourpre, mais bleue; il faut augmenter Tepaisseur de verre de co- 
balt pour obtenir de nouveau cette teinte pourpre; en effet, on nemo- 
difie pas beaucoup par Ik la proportion de rayons rouges transmis, tan- 
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dis que les rayons bleus sont sensiblement affaiblis. II y a done une 
relation entre Tepaisseur du verre de cobalt qui produit la teinte 
pourpre et la temperature de la source, du moins s'il s'agit d'une lu- 
miere blanche emanant d'un corps solide ou liquide incandescent. Avec 
quelques perfectionnements, on pourrail baser sur ce principe la con- 
struction d'une sorte de pyrometre qui serait peut-etre utile dans cer- 
tains cas. 

> Yoici quelques resultats que j'ai obtenus en operant avec des lames 
decoupees dans un meme verre de cobalt. A la temperature de la fusion 
du platine, deux de ces lames superposees suffisaient pour donner 
sensiblement la teinte pourpre; c'est ce que j'ai pu observer k loisirau 
Conservatoire des Arts et Metiers, lors de la fusion du lingot destine k 
la fabrication des metres internationaux, operation a laquelle j'ai eu 
la bonne fortune d'etre present. Pen apres, grace a votre obligeance, 
j'ai pu assister dans votre laboratoire a Texperience de la fusion de 
Tiridium : au moment du maximum de temperature, cetle source de 
lumiere observee avec les deux memos lames de verre paraissait com- 
pletement bleue; mais avec trois lames on avait une teinte pourpre 
d'une nuance assez exactement semblable a celle que donne un bee k 
gaz vu au travers de deux lames. Or, si Ton observe le Soleil lorsqu'il 
est haut sur I'horizon et par un temps pur, on n'obtient la teinte 
pourpre ni avec trois, ni avec quatre, ni meme avec six lames superpo- 
sees. II faut une grande epaisseur de verre de cobalt pour arriver k cette 
nuance sur les bords du Soleil, et une partie de TefTet doit, sans au- 
cun doute, etre attribuee aux defauts d'homogeneite des verres que 
j'ai employes. La lumifere de la Lune donne le meme resultat, ce qui 
montre que I'intensite n'a pas d'influence > 
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